CAPÍTULO 1 


NÚMEROS REAIS 


Tudo o que vamos estudar no curso de Cálculo se referirá a conjuntos de 
números reais. Estudaremos funções que são definidas e assumem valores nesses con- 
juntos. Assim, ao estudarmos limite, continuidade, derivadas e integrais dessas funções, 
usaremos os fatos elementares a respeito dos números reais. 


Neste 1º capítulo, vamos analisar o conjunto dos números reais. Enunciaremos 
os axiomas básicos, deduziremos propriedades, е apresentaremos exemplos envolvendo 
estas propriedades. 


1.1 CONJUNTOS NUMÉRICOS 


Os primeiros números conhecidos pela humanidade são os chamados inteiros 
positivos ou naturais. Temos então o conjunto 


N= (1,2, 3, ...]. 


Os números —1, -2, 3, ... são chamados inteiros negativos. A união do conjunto dos 
números naturais com os inteiros negativos e o zero (0) define o conjunto dos números 
inteiros que denotamos por 


={0,+1,+2,=3,...}. 
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Os números da forma m/n, n 4 0, m, n є 7, são chamados de frações г formam о 
conjunto dos números racionais. Denotamos: 


О = {хіх= тп, т, пє 7, п+0). 


Finalmente encontramos números que não podem ser representados na forma т/п, 
п # 0, т, п є Z, tais como V2 = 1,414 ..., т = 3,14159 ..., e = 2,71... . Estes números 
formam o conjunto dos números irracionais que denotaremos por О”. 


Da união do conjunto dos números racionais com o conjunto dos números 
irracionais resulta o conjunto dos números reais, que denotamos por 


R=QUQ. 


A seguir apresentaremos os axiomas, definições e propriedades referentes ao 
conjunto dos números reais. 


No conjunto dos números reais introduzimos duas operações, chamadas adi- 
ção e multiplicação que satisfazem os axiomas abaixo: 


1.1.1 Fechamento. Se a e b є R, existe um e somente um número real denotado 
por a + b, chamado soma e existe um e somente um número real, denotado por 
ab (ou a X b, ou a - b) chamado produto. 


1.1.2 Comutatividade. Sea, be Ёемаоа+Ь=Ь+а e a-b=b-a. 


1.1.3 Associatividade. Sea,b e сє R então 


a+(b+c)=(a+b)+c e a-(b-o)=(a-b)-c. 


1.1.4 Distributividade. Sea,b,ce R então 


a-(b+c)=ab + ac. 


1.15 Existência de Elementos Neutros. Existem 0e 1 є R tais que a+0=a 
e a: 1= a, para qualquer a e R. 
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1.1.6 Existência de Simétricos. Todo a e R tem um simétrico, denotado por —a, 
tal que a + (—a) = 0. 


1.1.7 Existência de Inversos. Todoae R,a # О tem um inverso, denotado por 


l/a, tal que a 4 = 1. 
Usando 1.1.6 e 1.1.7 podemos definir a subtração e a divisão de números reais. 


1.1.8 Subtração. Sea,be R, а diferença entre a e b, denotada por a — b, é definida 
pora-b=a+(-b). 


1.1.9 Divisão. Sea,be R e b z 0, o quociente de a e b é definido por a =a. - 


1.2 DESIGUALDADES 


Para podermos dizer que um número real é maior ou menor que outro, deve- 
mos introduzir o conceito de número real positivo e uma relação de ordem. 


1.2.1 Axioma de Ordem. No conjunto dos números reais existe um subconjunto 
denominado de números positivos, tal que: 


.() seae ІК, exatamente uma das três afirmações ocorre: a = 0; a é positivo; 
—a é positivo; 


(ii) a soma de dois números positivos é positiva; 


(iii) o produto de dois números positivos é positivo. 


1.2.2 Definição. O número real a é negativo se e somente se — a é positivo. 


1.2.3 Os símbolos < (menor que) e > (maior que) são definidos: 


(D a<besb-a é positivo; 


(ii) a>besa-b é positivo. Z 
. Í“ 
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1.2.4 Os símbolos < (menor ou igual que) e > (maior ou igual que) são definidos: 


ati dios ti 
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(D a<bea<boua=b; 


(ii) a2 bsa>boua=b. 


Expressões envolvendo os símbolos definidos acima são chamadas de DESI- 


GUALDADES. а < be a > b são desigualdades estritas enquanto a < b e a > b são 
desigualdades não estritas. 


1.2.5 Propriedades. Sejama,b,c,de IR. 


(1) Sea>b eb>c,entãoa>c. 

(ii) Sea>bec>0, então ac > bc. 

(iii) Sea>bec<oO, então ac < bc. 

(iv) Se a> b, então a + c > b + c para todo real c. 
(у) Sea>bec>d,entãoa+tc>b+d. 


(vi) Sea>b>0ec>d>0, então ac > bd. 


As propriedades enunciadas podem ser facilmente provadas usando-se as 


definições anteriores. Por exemplo: 


ou 


Prova da Propriedade j). (Se a > b e b > c, então a > с). 


(def) 
Sea > b = (а – b) > 0. 


(def) 
Seb>c>(b-c)>0. 


Ea 


Usando 1.2.1 (ii), temos (a — b) + (b — c) > 0 Š 


(def) 


а- с> 0 = а> с. 
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Prova da Propriedade ii). (Se а > Бе c > 0, então ac > bc). 


(def.) 
Sea > b = (a — b) > 0. 


Usando 1.2.1 (iii) temos (a — b) : c > 0 ou (ac — bc) > O e finalmente, pela 
definição, ac > bc. 


1.3 VALOR ABSOLUTO 


1.3.1 Definição. O valor absoluto de a, denotado por lal, é definido como 
lal = a, se a > 0 


lal = —a, se a < 0. 


1.3.2 Interpretação Geométrica. Geometricamente o valor absoluto de a, também 
chamado módulo de a, representa a distância entre a e 0. Escreve-se então 


lal = Va. | 


1.3.3 Propriedades. 


(D ldi<as-—a<x<a, onde a > 0. 
(i) ld>asSx>aoux<-a, onde a > 0. 


(iii) Se a, b e R, então la - bl = lal - Ibl. 


(iv) Sea, be Кер + 0, então 


(v) (Desigualdade triangular) 
Sea, b e R, então la + bl < lal + Ibl. 
(vi) Sea, b e R, então la — bl < lal + Ibl. 


(vii) Se a, be R, então lal — Ibl < la — bl. 
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Vamos provar algumas das propriedades citadas. 


Prova da Propriedade i). (lxl < a €» —a <x < a, onde a > 0). 
Provaremos por partes: 

Parte 1: —a < x < a, com a > 0 = lx < a. 
Se x > 0, Ixl = x. Como, por hipótese, x < a, vem que lxl < a. 


Se x < 0, Ixl = —x. Como -a < x, aplicando a propriedade 1.2.5 iii) concluí- 
mos que — x < a. 


Assim, ll = —x < a ou seja kl < a. 


Parte 2: |x| <a onde a > 0 = —a < x <a. 


Se x > 0, então lxl = x. Como ixl < a, concluímos que x < a. Como a > 0, 
segue que —a < Ое então —a < < x <a ou seja -a < x < a. 


Se x < 0, Ы = — x. Como por hipótese lxl < a, temos que — x < a. Como x < 0, 
segue que — x > 0. Portanto, —a < 0 < х < a ou de forma equivalente —a < x< a. 


Prova da Propriedade iii). (Se a, be R então la - bl = lal - Ibl). 


Usando 1.3.2, vem 


labl = ab? = Na? - № = Ха? - NE? = ll - IBI. 


Prova da Propriedade iv). (Sea, be R eb +0 então 


Usando 1.3.2, vem 


a d Nd lal 
"Wo ew ç qp PED 


а 
b 
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Prova da Propriedade v). (Se a, be R, então la + bl € lal + Ibl). 


Como a, be R, de 1.2.1(i) vem que ab é positivo, negativo ou zero. Em 
qualquer caso vale, 


ab < labl= lal Ibl. (1) 


Multiplicando (1) por 2, temos 
2ab <2 lal Ibl. (2) 


Da igualdade (а + Б)? =a? + 2ab + b? e de (2) 
vem que (a+ b € a? +2 lal Ibl + b? 
(a + by? < la? + 2 lal Ibl + Ib? 


(a + by? € (lal + Ibl. (3) 


Tomamos a raiz quadrada de (3) e obtemos 


la + bl S lal + ibl. 


Prova da Propriedade vi). (Se a, b e R, então la — bl < lal + Ibl). 
Basta escrever a — b = a + (-b) e aplicar a propriedade у). 
la-bi=la+(-b)l < 14-41-8 

lal + Ibl. 


Prova da Propriedade vii). (Se a, b e R, então lal — lbi € la — bl). 
Vamos fazer a — b = c. Aplicando a propriedade v, vem 
lal = lc + bl < lcl + ibl 
lal — Ibl < Ici 


lal — ibl < la — bl. 
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1.4 INTERVALOS 


Intervalos são conjuntos infinitos de números reais como segue: 
1.4.1 Intervalo Aberto. (xla«x«b] denota-se (a, b) ou Ja, bl. 
1.4.2 Intervalo Fechado. (xl a < x < b) denota-se [a, b]. 


1.4.3 Intervalo Fechado à Direita e Aberto à Esquerda. {xla < x< b} de- 
nota-se (a, b] ou Ja, b]. 


1.4.4 Intervalo Aberto à Direita e Fechado à Esquerda. (xla<x< b} de- 
nota-se [a, b) ou [a, bl. 


1.4.5 Intervalos Infinitos. 


(D {х1х> a] denota-se (a, + eo) ou ] a, + ol; 
(ii) (xlx2 а} denota-se [a, + eo) ou [a, + œ [; 
(ii) {хіх < b} denota-se (—ee, b) ou ]- ee, b[; 
(iv) {х1х € b) denota-se (- œ, b] ou ]- ee, b]. 


Podemos fazer uma representação gráfica dos intervalos como nos exemplos 
que seguem: 


ex. 1.4.1 — (2, 3) — í(— n 
0 1 2 3 4 

ex. 1.4.2 – [0, 3] ——. — —— 
Я 0 1 2 3 4 

ex. 14.3 — (1, 4] ——— n — 
0 1 2 3 4 

ex. 1.4.4 — [0, 4) со ——— 


ex. 1.4.5 — 

(0 (0, + =) 
(ii) [ies 
(ИЙ) (ә, 3) 


(iv) (ә, 4] 


1.5 EXEMPLOS 
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1. Determinar todos os intervalos de números que satisfazem as desigualdades abaixo. 
Fazer a representação gráfica. 


(i) 3-7х < 
3+7х-3 < 

7x < 

Т7х-8х < 

—x < 

x 2 


8x49 

8x +9-3 (propriedade 1.2.5 iv) 
8x + 6 

8x + 6 – 8x (propriedade 1.2.5 iv) 
6 

-6 (propriedade 1.2.5 iii) 


Portanto, (x | x > —6) = (— 6, + оо) é a solução, 


e graficamente 


к s 


6 
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(1): 7.« 5х+3<9 
7-3 < 5x+3-3<9-3 (propriedade 1.2.5 iv) 
4 < 5x<6 
4 < x< 2 (propriedade 1.2.5 ii) 


Portanto, (x | 4/5 < x € 6/5) = (4/5, 6/5] é a solução, 


e graficamente 


— — — 
4/5 >- 6/5 
DES x 
(iii) Xd «5, xz -7. 


Vamos multiplicar ambos os membros da desigualdade por x + 7. Devemos. 
então, considerar dois casos: 


Caso 1. x+7 > 00ux>-—7 (propriedade 1.2.5 iv) 
Então, x < 5(x+7) (propriedade 1.2.5 ii) 


x « 5x+35 


х-5х < 5х+ 35 – 5х (propriedade 1.2.5 iv) 
-4х < 35 
x > —35/ (propriedade 1.2.5 iii) 


Portanto, (x | x » —7) A (xl x > 35/4} = (—7, + оо) é a solução do caso 1. 


Caso 2. x+7 < 0 ou x< -7. 
Então, x > 5(x+7) 
x > 5x+35 


x < -35/4 


Portanto, (x | x < 7] A (x | x < 235/4] = (— ee, -35/4) é a solução do caso 2. 
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A solução final é a união de (—7, + оо) e (— ee, —35/4) ou seja (— ee, -35/4) U (—7, + 00) 
ou ainda x € [-35/4, —7]. 


Graficamente, 
-35/4 -7 


(iv) (x+5)(x-3)>0. 


A desigualdade será satisfeita quando ambos os fatores tiverem o mesmo sinal: 


Caso 1. (x+5) > Ое (x-3>0 ou 
x > -5 е х»3 
ou 
X X 
Caso 2. x+5 « 0ex-3«0 
ou 


x < -Sex<3 
ou 


x < -5. 


A solução final será a união entre (3, + оо) e (— os, —5) ou seja todos os x € [—5, 3]. 


Geometricamente, 
a 
-5 3 
2. Resolva as equações: 
(0) 15х-31-7: 
Esta equação é verdadeira quando 5x — 3 = 7 ou 5х — 3 = — 7, ou seja, x = 2 


ou x = — 4/5. 
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Portanto, as duas soluções da equação dada são: 
x=2 e x=-4/5. 

(iD Ї7х—1| = [2x 5I. 

Esta equação será satisfeita se: 


Caso 1. 7х-1 = 2x+5 
Tx-2x = 5-1 


5x = 6 
x = 6/5. 
Caso 2. 7х-1 = —(2x+5) 
7x-1 = -2x-S 
7х+2х = -5+1 
9x = —4 
x = —4/9. 


Portanto, a solução final é x = 6/5 e х= -— 4/9. 


(iii) |9x + 7 = —7. 


Esta equação não tem solução pois o valor absoluto de um número nunca pode | 
ser negativo. 


3. Encontre os números reais que satisfaçam as seguintes desigualdades: 
(D [7х — 21 < 4. 
Aplicando a propriedade 1.3.3 (i), 
-4 < 7х-2<4 
-4-2 < 7х-2+2<4+2 
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Portanto, x € (—2/7, 6/7). 


(ii) Due =2, x e -4. 


Aplicando a propriedade 1.3.3 (iv), 


[7-2x| = 2 14 + x]. 
Elevando ambos os lados da desigualdade ao quadrado, vem 
49 — 28x + 4x? s 4 (16 + 8x + x?) 
49 — 28x + 4х2 < 64 + 32x + 4x? 
49-28х-4х2-64-32х-452 = 0 
—-60x-15 s 0 
—60x s 15 
60x > -15 
x > —15/60 
x > -14 ou x€ [-1/4, + o). 


(й) |3 — 2x 


d ix < 4, x = – 2. 


| 3 — 2x| < 4 [2 + х] 
:9-1254452 <= 16(4+4х+22) 
9-12x+4? = 64+64x+ 16” 
-12x0-76x-55 = 0 
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12x +76x+55 > 0 
12(х + 5/6) (x+112) > 0. 
(х + 5/6) (х+ 11/2) > 0. 


Procedendo como no exemplo 1 (iv) concluímos que a solução final será a 
união de (— œ, —11/2] e [-5/6, + өө), ou seja, x € (-11/2, —5/6). 


4. Mostre que, se a, be R e a < b, então 
O G@-a)G@-b>0> xe la, b]. 
(ii) (x-a)(x-b)20-xe (a,b). 
(ii) (к-а) (x - b) <0 >x € (a, b). 
(9) (x—-a) (x -b) <0 = x € la, b]. 


Prova de (i). ((x — a) (x Б) > 0 => x € [a, bh. 


Os dois fatores (x — a) e (x — b) devem ter o mesmo sinal. Temos dois casos: 


Caso 1. x-a > 0 e x-b>0 
ou 
cx > а e x > b. 


A solução deste caso será x > b ou (b, + оо). 


Caso 2. x-a « 0 e x—-b«0 


A solução deste caso será x <a ou (- =, a). 


Portanto, a solução final é a união entre (— =, a) e (b, + ee) ou seja x £ [a. b]. 
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1.6 EXERCÍCIOS 
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1. Determinar todos os intervalos de números que satisfaçam as desigualdades abaixo. Fazer a 
representação gráfica. 


a) 


с) 


е) 


8) 


k) 


m) 


o) 


q) 


s) 


2. Resolver as equações em R. 


a) 


с) 


3-х<5 + Зх 
2»-3-3х2-7 
xix9 
1-х-2х?> 0 


#+1>х + x 


2 <х+2 
x-2 x-2 


< 1 


X-3x+2<0 


&Ó 4x2 -2x 4 1«0 


15х—31=12 


12x -31z 17x - 5 | 


b) 


h) 


Л 


п) 


t) 


b) 


1 à | 1—х 


122 — 2042 2 — 11x +2. 


| —4+12х1= 


х+?2 
х-2 


1-3 
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3x + 8 
e) — D 13х-21-5-х 
в) 19х1—11=х h 2х-7=1х1+1. 


3. Resolver as inequações em R. 


a) 1х+121<7 b) 13х-4142 
c) 15-6х129 | 4) 12х-51»3 
e) 1642х1«14-х| р 1х+41<12х-61 
7-2х 1 
8) 13х1»15-2х1 2 1-0 5 
їй Ix-1l+1x+21>4 Л -1<1х+21<4 
2+x 5 1 f 
5 в 4 D PSI сэ 
m) 1х14-1«х п). Зіх-11+1х1<1 
o) 1222 + 3х+31<3 р) 1х-1141х-31«14х| 
1 1 x — 1⁄2 
—— — шш x sy : = MINE n = 
O Ras DO лыла s 
3-2 
» | l+x * 
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Demonstrar: 


a) Sea>0eb>0, então а? = Б? se e somente se а = b. 


b) Sex<y, entáo x < ЗЭЭГТ у. 


c) lxi»aseesomente sex > a ou x < —a, onde a> 0. 


atb. 


d) Se O<a<b, então Nab < 2 


f, CAPÍTULO 2 


FUNÇÕES 


Neste capítulo introduziremos um dos mais fundamentais conceitos da mate- 
mática — o de função. O conceito de função refere-se essencialmente à correspondência 
entre conjuntos. Uma função associa a elementos de um conjunto, elementos de outro 
conjunto. Em nosso estudo os conjuntos envolvidos sempre serão subconjuntos de R. 
As funções neles definidas são chamadas funções reais de variável real. 


2.1 DEFINIÇÃO 


Sejam А e B subconjuntos de R. Uma função f: A — В é uma lei ou regra que 
a cada elemento de A faz corresponder um único elemento de B. O conjunto A é 
chamado domínio de f e é denotado por D(f). B é chamado contradomínio ou campo de 
valores de f. 


Escrevemos: f AB 
x—f@) 
ou 


f 
A >B 


x—y = }(х). 
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2.2 EXEMPLOS 


Sejam A = (1, 2, 3,4} e B = {2, 3, 4, 5}. 


(0 ҒА 9 B dada pelo diagrama abaixo é uma função de 4 em B. 


A B 
men, 
(iD e: АЭ В 
х-эх-1 


é uma função de A em B. Podemos representar g em diagrama. 


A B 


2.3 CONTRA-EXEMPLOS 


Sejam А = {3, 4, 5} e B = {1,2}. 
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(i) ГА — В dada pelo diagrama a seguir, não é uma função de A em B, pois 


o elemento 4 € A tem dois correspondentes em B. 
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(ii) g: А ЭВ 
x>x-3 


não é uma função de A em B, pois o elemento 3 e A não tem correspondente em B. 
Podemos ver isto facilmente representando g em diagrama. 


2.4 DEFINIÇÃO 


Seja f: A B. 


i | Dadoxe A, o elemento f(x) e В é chamado o valor da função f no ponto 
x ou imagem de x por f. 


ii) О conjunto de todos os valores assumidos pela função é chamado 
conjunto imagem de f e é denotado por Im(f). 
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2.5 EXEMPLO 


Sejam A = (1, 2, 3, 4, 5), B = Z (conjunto dos inteiros) e f: A — B definida pela regra 
que a cada elemento de A faz corresponder o seu dobro. 
Então: — a regra que define f é y = 2x; 
— a imagem do elemento 1 é 2, de 2 é 4 etc.; 
— o domínio de f, D(f) = A; 
— a imagem de f, Im(f) = (2, 4, 6, 8, 10). 


2.6 EXEMPLO 


Seja f: RR 
| хэ. 
Então, D()=R, 
Im(f = [0, + e°). 


Quando trabalhamos com subconjuntos de R, é usual caracterizar a função 
apenas pela fórmula ou regra que a define. Neste caso, entende-se que o domínio de f 
é o conjunto de todos os números reais para os quais a função está definida. 


2.7 EXEMPLOS 


Determinar o domínio e a imagem das funções abaixo: 
(0) fQ)-l. 
Esta função só não é definida para x = 0. Logo, D(f) = R — (0). 
Im(f) = R - (0). 
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Gü РО) = x. 
Para x < 0, f (x) nào está definida. Então, D(f) = [o, + оо) e Im(f) = [0, + e°). 


(ii) f (x) = —Nx - 1. 
f (x) não está definida para x < 1. D(f) = [1, eo) e Im(f) = (— =, 0]. 


(iv) ҒО) =. 
рф = R e Im(f) = [0, + =). 


2.8 GRÁFICOS 


2.8.1 Definição. Seja fuma função. O gráfico de f é o conjunto de todos os pontos 
(x, f (x)) de um plano coordenado, onde x pertence ao domínio de f. 


Para determinar o gráfico de uma função, assinalamos uma série de pontos, 
fazendo uma tabela que nos dá as coordenadas. No ponto em que estamos, não existe 
outro meio de determinar o gráfico a não ser este método rudimentar. No Capítulo 5, 
desenvolveremos técnicas mais eficazes para o traçado de gráficos. 


2.8.2 Exemplos 


(0 O gráfico da função f (x) = x? consiste em todos os pares (x, y) e R? tais 
que y = х2. Em outras palavras, é a coleção de todos os pares (x, x?) do plano xy. A 
Figura 2.1 nos mostra o gráfico desta função, onde salientamos alguns pontos, de acordo 
com a tabela. 
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x ys Y 

2018-4277 A ла. 

-1 1 ' 
0 0 | 
1 С Хаг | 
2 | 4 : 


Figura 2-1 


(ii) Consideremos a função f (x) = x. Os pontos de seu gráfico são os pares 
(x, x) є R?. A Figura 2.2 mostra este gráfico. 


Figura 2-2 


(iii) Seja f: R— R definida por 


Дх =} 2, se -2<x<2 
4 


O gráfico de f pode ser visto na Figura 2.3. 
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Figura 2-3 


(iv) Seja f(x) = ixl. Quando x > 0, sabemos que f(x) = х. Quando x < 0, 
f (x) = —. O gráfico de lx! pode ser visto na Figura 2.4. 


Figura 2-4 


(>) Seja fx) = E Então, D(f) = R — {0}. A Figura 2.5 mostra o gráfico 
x 
de f (x) = l/x. 


Podemos nos perguntar se, dada uma curva c no plano xy, ela sempre repre- 
senta o gráfico de uma função. A resposta é nào. Sabemos que, se f é uma função, um 
ponto de seu domínio pode ter somente uma imagem. Assim a curva c só representa o 
gráfico de uma função quando qualquer reta vertical corta a curva no máximo em um 
ponto. | | 


E A aliado PE NA 
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Figura 2-5 


Na Figura 2.6 a curva c, representa o gráfico de uma função enquanto a curva 
c> não representa. 


C, 


Figura 2-6 


2.9 OPERAÇÕES 


Assim como podemos adicionar, subtrair, multiplicar e dividir números, 
também podemos produzir novas funções através de operações. Estas operações são 
definidas como segue: 
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2.9.1 Definição. Dadas as funções f e g, sua soma f + g, diferença f — е. 
produto f: g e quociente f/g, são definidas por: 


(0 (f+ g) (х) = (0) + g (х); 
(0) (f-— g) (х) = (х) — g @); 
Gi) F- g) CO = РО) : g œ); 


; 2109) 
Gv) (0000-1208 


O domínio das funções f+ g, f-g e f- g é a intersecção dos domínios de f 


e g. O domínio de fig é a intersecção dos domínios de f e g, excluindo-se os pontos х 
onde g (x) = 0. 


2.9.2 Exemplo. Sejamf(x) -N5 – x e g (x) = Nx — 3. Então, 


f-*gG)-NS-x + vx — 3; 
(f—g) G) = 5 — x ae 3 
(-90-2N5-x-.Nx-3 е 


NS =. 
Vx – 3 


(78) О) = 


Como D(f) = (— œ, 5] e D(g) = [3, + œ), então o domínio f+ g, f —g e f: g 


O domínio de f/g é (3, 5]. O ponto 3 foi excluído porque g(x) = O quando 


2.9.3 Definição. Se fé uma função e k é um número real, definimos a função kf por 


Qf) (х) = kf (5). 


O domínio de kf coincide com o domínio de f. 


Баахан np DE a gs str imita Е 
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2.9.4 Exemplo. SejafQ)- Vx? — 4 e k=3. 
Então, (kf) (х) 23 x2 — 4 e D(kf = a =, 2] U 2, eJ. 
2.9.5 Definição. Dadas duas funções f e g, a função composta de g ан /, ТЭЭ 
por g oJ, é definida por 


(g 9f) 60 = g (f G2). 


O domínio de g , f é o conjunto de todos os pontos x no domínio de f tais que 
f (x) está no domínio de g. 


Simbolicamente, 
D(g 9f) = ix e Оф /f œ) e D(g)). 


Em diagrama, 


2.9.6 Exemplos 


() Sejamf (x) = Nx e g (х) = x 1. Encontrar g f. 
Temos, 


(290 о) = g (f @)) = g (x) = Nx - 1. 


Сото Рр = [0, + eo) e Im(f = [0, + о) c D(g) = (— ое, + оо), então, 
D(g of) = DA) = [0, + ое). 
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(ii) Sejam f (x) = 2x — 3 e g (x) = Vx. Encontrar: a) g of, b) fo g; c)f fe 
d) g 08. | | 
a) (gy @)= g (f @)) = g Qx — 3) = N2x — 3. 


f O domínio de f é D(f) = (~ оо, + оо) e o domínio de g é D(g) = [0, + оо). Assim, o 
domínio de g ¿fé o conjunto de todos os números reais x, tais que f (x) € (0, + e°). 
isto é, todos os números reais tais que 2x — 3 > 0. Logo, D(g oJ) = [3/2, + оо). 


b) Fo) @) = f(g@)) = fix) = 2 dx — 3 e 
D(f, 8) = {x e D(g) = [0, + ©) / g (x) € D(f) = (oo, + 00)) = [0, + 00). 


c) fy = РО) =fGx- 3) 
= 2(2x-3)-3 
= 4x-9. 


Df, = Cete. 


4) (og @ E= Q) = М = Nx. 


D (8 o 8) = 10, + ©). 


0, se х«0 
(iii) Sejam fla) =+ x, se 0<х<1 
0, se x>1 
| 1, se х«0 
і. e g(x) = 12x, se 0 < x < 1 
| 1! se x> 1 


Determinar fo &- | 
Sex<0 , (,0000-/(Є00)-10)-12-1. 
Se0s x< 1, Fag) (х) =/ (g (х)) = f Qo). 


Para 0 < x < 2. temos 0 < 2x < 1. Logo, neste caso, (f , g) (x) = (2х)? = 42. 
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Para › < x € 1 temos 2x > 1. Assim, para este caso, (f , g) (x) = 0. Sex > 1, 
989 б) =/( (0) =f (1) = 1. 


l, se х«0 


42, se 0<x<1/2 
Logo, (fo 8) (х) = 0, se 1/2<x<1 


1, se х»1 


O domínio de f , g é D(f y g) = (~ es, + оо), 
O gráfico de f , g pode ser visto na Figura 2.7. 


Figura 2-7 
2.10 EXERCÍCIOS 
1. sef , achar: 
(a) f(0) (b fD 
(с) Гал) (4) }(х-2) 


(е) FUD A fé 
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2 SefQ)- 77 , determine: 
(a) 3521-200) 40 6) pen? 
© fGx-2) “200 fO«fan 
су 50-29 200 FES 


! 3. Dada a funçao f (x) = | xl — 2x, calcular f (-1), f(1/2) e f(-2/3). Mostrar que f (l al) = — Í al. | 


| +Ь 
| 4. = 4 


8. Sef (x) = х2 + 2х, achar fe +) - fo) 


e d = — a, mostre que f (f (3) = x. 


‚ В + О e interpretar o resultado geometricamente. 


х-1 2 
x forme as expressões $ (1/x) e 1/ф (3). 


7. Dada a fungáo f (x) = + 1, шан que, para a z 0, f (1/a) = f (aYa?. 


6. Пайф(0- 


8. Dada a função f(x) = 1/x, mostrar que f (1 +h) -f (1) = - A / (1 + А). Calcular f (a + h) — f (a). 
9.  Seja/f (n) a soma dos n termos de uma progressão aritmética. Demonstrar que 

f (n* 3) - (п + 2) + 3f(n + 1) -f (n) = 0. 
10. Exprimir como funcáo de x: 

a) A área de uma esfera de raio x. 


b) A área de um cubo de aresta x. 


с) A área total de uma caixa de volume dado V, sabendo-se que a base é um quadrado de 
lado x. 


11. Exprimir o comprimento / de uma corda de um círculo de raio 4 cm, como uma função de sua 
distância x cm ao centro do círculo. 


12. 


13. 


14. 


Seja f (x) = (x — 2) (8 — x) para 2 < x < 8. 


a) Determine f (5), f (-1/2) ef (1/2). 


c) Determine f (1 — 21) e indique o domínio. 


d) Determine f [f (3)] e fif (5). 


Determinar o domínio das seguintes funções: 


a у=? 


él IT 4 


e) у= NX – 4х + 3 


3 5 
g) y= Чх-7- Nx48 


D у=1х+21+ 4, 53<x<2 
1 
x 


k) узх- 


Construir o gráfico das seguintes funções: 


а) f=2+8x+14 


(c) ysG-2y 


e) у=? 


5] 10)-14,-3« x <3 


b) 


d) 


7 


h) 


Y) 


b) 


h) 
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b) Qualo domínio da função f (x)? 


e) Trace o gráfico de f (x). 


у= № — 22 
у= vx -2 


4 
у= 13 + х + NT-x 


Ро) = 2+ 4х-1 
у=-(к+2) 


y=4- 


1 
x-2 


fœ = 
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-2 0 se х«0 
D fec 13 D Дх) = 41/2, se x=0 
1 se x>0 


Ю A = E 


X, 0O<x<2 


т) f()-N2px. 


15. Рага cada uma das seguintes funções f (x) esboce primeiro o gráfico de y = f (х), depois o. 
gráfico de у = If (x)l e finalmente o gráfico de y io + de : 


а) (х) =(х-2) G + 1); b f@)=xX; 
с) Г0)--, d f(Q9-4-x. 
х 95 х *-3 
16. Ѕејат е (х) =х-3 e f(x) = x+3 
| k, x=-3 


Calcule k tal que f (x) = g (x) para todo x. 


17. Рага cada item, calcule f+ g, f-g, fg, f! g, fo & 8 of, k-f, onde k é uma constante. 


а) f(x)=2x : г(х)-32-1 
b) f(9)z3x-2 : HORSE: 
o fQ-- 23 , gW=Ik 


d ГТО)-3х +1 , 8 (х) =x-2 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


25. 
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e fO)=wx—2 >» gQ=Nx—3 


3 
р fr , g0-21/ №. 


Seja h definida por h(x) = 2x – 7. Calcule h h, Ме h+h. 


Sabendo que f = g , Л, nos itens (a), (c) e (d) encontre a função À e no item (b) a função g. 


а) fo=+1 , gW=x+1 
b Ї0)-3-2 , hQ=x+2 
с) fW=a+bx , 8(Х)-хка. 
d) f()-slxà-3x«51 ,  g(9-lxl 


Sendo f (x) = ax + b, para quais valores de a e b tem-se (f 0 0(ї)-44х-92 


Sejam f (х) = Vx — 4 е g()=1/2x+1,x> 3. Calcule f o £ - Dë o domínio e o conjunto 
imagem de f (x), g (х) e (f o 8) (9). 


5x, x < O 
Sejam Дх) = 1-х, 0<x<8 eg) =xX. Calcule f y g. 
x, x>8 | 


A função g é definida por g (x) = 12. Defina uma função f tal que (f о g) @) = х, para x > Oe 
uma função A, tal que ( y 8) (x) = x, para x < 0. 


Se f (x) = х2, encontre duas funções g para as quais (f y g) (x) = 4 — 12x + 9. 


Se f (x) =x — 2x + 1, encontre uma função g (x) tal que (f/ g)(x) 2 x - 1. 
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26. Dadas as funções f (х) = 3x3 — 1 e g (х)=2х-1: 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


(e) 


Determine o domínio e o conjunto imagem de f (x). 
Determine o domínio e o conjunto imagem de g (x). 
Construa os gráficos de f (x) e g (x). 

Calcule f+g, f-g. 8 f. fig. f o8 € g of. 


Determine o domínio das funções calculadas no item (d). 


2.11 FUNÇÕES ESPECIAIS 


peciais. 


A seguir vamos relacionar algumas funções que chamaremos de funções es- 


2.111 Função Constante. É toda função do tipo f (x) = k, que associa a qualquer 


número real x um mesmo número real k. 


А representação gráfica será sempre uma reta paralela ao eixo do x, passando 


por y =k. 


O domínio da função f (x) = k é Оф = R. 
O conjunto imagem é o conjunto unitário Im(f) = {k}. 
Exemplos. | 

(0) f@)=2 [Figura 2.8.(a)]. 

(й) f(x) -3 [Figura 2.8.(b)]. 
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(a) (b) 
Figura 2-8 


2.11.2 Função Identidade. É а função f: R  R definida por f (x) = x. 


O gráfico desta função é uma reta bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes 
(Figura 2.9). 


Figura 2-9 


. O domínio def (x) x é D(f) - R. 


O conjunto imagem é Im(f) = R. 
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2.11.3 Função do 1º Grau. Função do 1º grau é toda função que associa a cada 
número real x, o número real ax + b, a # 0. Os números reais а e b são 
chamados, respectivamente, de coeficiente angular e linear. 


Quando a > 0 a função f (x) = ax + b é crescente, isto é, à medida que x cresce, 
f (x) também cresce. Quando a < 0 a função f (x) = ax + b é decrescente, isto é, à medida 
que x cresce, f (x) decresce. 


O gráfico da função f(x) = ax + b é uma reta não paralela aos eixos coorde- 
nados. 


O domínio de f (x) = ax + b é Df) = R. 
O conjunto imagem é Im(f) = R. 
Exemplos. 


(D f()=2x+ 3 é uma função do 1° grau crescente porque a > 0 (Figura 
2.10). 


Figura 2-10 


(ii) A função f (x) = — Зх + 1 é uma função do 1? grau decrescente 
porque a < O (Figura 2.11). 
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Figura 2-11 


(iii) No movimento retilíneo uniforme, o espaço percorrido é uma função 
do tempo, expresso pela fórmula s = sy + vt, onde s, е v são 
constantes e v + 0. Esta função é do 1º grau. 


2.11.4 Função Módulo. A função definida por у = lx | chama-se função módulo. 
O seu domínio é o conjunto D(f) = R e o conjunto imagem é Im(f) = [0, + оо), 


O gráfico desta função está ilustrado na Figura 2.12. 


Ү 


Figura 2-12 


2.11.5 Função Quadrática. А função f: IR  R definida por f (x) = ax? + bx + c, 
a £0 é chamada função do 2? grau ou função quadrática. Seu domínio é 
D(f) = R. 


O gráfico de uma função quadrática é uma parábola com eixo de simetria 
paralelo ao eixo dos y. Se o coeficiente de x? for positivo (a > 0), a parábola tem a 
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concavidade voltada para cima. Se a < 0, a parábola tem a concavidade voltada para 
baixo. | ; 


A intersecção do eixo de simetria com a parábola é um ponto chamado vértice. 


A intersecção da parábola com o eixo dos x define os zeros da função. No 
quadro seguinte caracterizamos as diversas possibilidades (Figura 2.13). 


a parábola inter- a parábola inter- a parábola não 
cepta o eixo dos x | | cepta o eixo dos intercepta o eixo 
em dois pontos x em um único dos x. 

distintos. ponto. 


Figura 2-13 


- . . ^ m Я a ES -1 
2.11.6 Função Polinomial. É a função f: R —R definida por f(x) = agx ax" + 
-~ + 4, ¡ x + a, onde dg, ау, = а, G É 0, são números reais chamados 
coeficientes e n, inteiro não negativo, determina o grau da função. 
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O gráfico de uma função polinomial é uma curva que pode apresentar pontos 
de máximos e mínimos. Posteriormente faremos esboços de gráficos dessas funções 
com auxílio das derivadas. 


O domínio é sempre o conjunto dos números reais. 


Exemplos. 


(i) A função constante f (x) = k é uma função polinomial de grau zero. 
(ii) A função f (x) = ax + b, a # 0 é uma função polinomial do 1º grau. 


(iii) A função quadrática f (х) = ax? + bx + c, a € 0 é uma função 
polinomial do 2º grau. 


(iv) A função f (x) = x? é uma função polinomial chamada função cúbica. 
(v) A função f (x) = 5x? — бх + 7 é uma função polinomial de grau 5. 


2.11.7 Função Racional. É a função definida como o quociente de duas funções 


polinomiais, isto é, Дх) = 2 onde р(х) e q(x) são polinômios e q(x) € 0. 


O domínio da função racional é o conjunto dos reais excluindo aqueles x tais 
que q(x) = 0. 


Exemplos. 


; E _ x-1 
(1) A função Дх) = 221 


(Figura 2.14). 


é função racional de domínio D(f) =R — (-1) 


Figura 2-14 
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a E ЭХ L4: — Ed é racional de domínio 
X — 12KxX — 31 


(ii) A função Дх) = 


D(f) = R — (4, -3, 3) (Figura 2.15). 


Figura 2-15 


2.12 FUNÇÕES PARES E ÍMPARES 


Dizemos que uma função f (x) é par se, para todo x no domínio de f, f (—) = f (x). 
Uma função f (x) é ímpar se, para todo x no domínio de f, f (~x) = – f (x). 


O gráfico de uma função par é simétrico em relação ao eixo dos y e o gráfico 
de uma função ímpar é simétrico em relação à origem. 


Exemplos. 
(i) A função f (x) = x? é par, já que f (x) = (9? = х2 = f (x). 


(ii) A função f (x) = x° + x? é ímpar, já que f (~x) = (Y + (x) = 
_ zŠ — 3 = — @° + x3) = — f G@). 


(iii) A função f (x) = x? + 4 não é par nem ímpar. 
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2.13 FUNÇÕES PERIÓDICAS 


Dizemos que uma função f(x) é periódica se existe um número real T + 0 tal 
que f (x + T) = f (x) para todo x e D(f. 


O número T é chamado período da função f (x). 
- O gráfico de uma função periódica se repete a cada intervalo de comprimento ITI. 
Exemplos. 


() Mais adiante, mostraremos que as funções trigonométricas f(x) = sen x 
e f (x) = cos х são periódicas de período T = 2m. 


(ii) A função constante é periódica e tem como período qualquer número 
T #0. 


(iii) A Figura 2.16 mostra gráficos de outras funções periódicas. 


Figura 2-16 


2.14 FUNÇÃO INVERSA 


Seja y = f (x) uma função de A em B ou f: A > B. Se, para cada y є B, existir 
exatamente um valor x € A tal que y = f (x), então podemos definir uma função 
g: B ЭА tal que x = g (y). A função g definida desta maneira é chamada função inversa 
de f e denotada por f ^1. 
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Exemplos. 


(i A função f: К — R definida por y = 2x — 5 tem como função inversa 


f ^: R— R, definida por x = = (y + 5). 


Nim 


X o 
3,2 


(ii) A função f: R — (3) — R — (-1) definida por у = 1 admite 


a função inversa f t: R — (-1) > R – (3) definida por 


cu L+3% 
y+1 


Graficamente, podemos determinar se uma função admite inversa. Passando 
uma reta paralela ao eixo dos x, esta deve cortar o gráfico em apenas um ponto. A Figura 
2.17 ilustra a função f: R—> R dada por y = x? que não possui inversa. Fazendo uma 
restrição conveniente no domínio, essa mesma função pode admitir inversa. Por 


exemplo, para x > O existe a inversa x, = Уу e para x s 0 existe a inversa x, = — Vy. 
Y 
X 
Figura 2-17 


Para fazermos o gráfico da função inversa basta traçarmos a retay = x e 
observarmos a simetria. 


Exemplos. 


(0 A função f: [0, + o») — [0, + оо), definida por f (x) = x? tem como inversa 
a função g: (0, + o») — [0, + ©) dada por g (x) = Vx (ver Figura 2.18). 
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(ii) A função f: R — R dada por у = x? admite a função inversa 


3 
g: R— К dada рог g (х) = n (ver Figura 2.19). 


Figura 2-18 Figura 2-19 


2.15 ALGUMAS FUNÇÕES ELEMENTARES 


2.15.1 Função Exponencial. Chamamos de função exponencial de base a, a fun- 
ção f de IR em R que associa a cada x real o número real а“, sendo a um 
número real, 0 <a z 1, 


ou, Е RR 
xyzda. 


O domínio da função exponencial é D(f) = Ж. A imagem é Im(f) = (0, ~). 
Podemos também denotar Im(f) = (0, œ) = R *. | 


Com relação ao gráfico da função f (x) = a* (Figura 2.20) podemos afirmar: 


1) acurva que o representa está toda acima do eixo das abcissas, pois 
y = а> 0 para todo х є R; 


2) corta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1); 


3) ЈО) = а é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1. 
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Figura 2-20 


2.15.2 Função Logarítmica. Dado um número real a (0 < a + 1), chamamos 
| “função logarítmica de base а a função de R,* em R que associa a cada x o 
número log, x, isto é, 


f: RASR 


x y = log, x. 


As funções f de R * em R definida por f (x) = log, x e g de Rem R ut definida 
por g (х) = а; О < а z 1, são inversas uma da outra. 


Temos Р) =R,* e Im = R. 


Com relação ao gráfico da função f (x) = log x (0 < a z 1) (Figura 2.21), 
podemos afirmar: 


1) está todo à direita do eixo у; 
2) corta o eixo das abscissas no ponto (1, 0); 
3) ЈО) = 10р х é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1; 


4) é simétrico ao gráfico da função g (x) = a* em relação a reta y = x. 
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2.15.3 Funções Trigonométricas 


FUNÇÃO SENO 


Seja x um número real. Marcamos um ângulo com medida x radianos, na 
circunferência unitária com centro na origem (ver Figura 2.22). Seja P o ponto de 
intersecção do lado terminal do ângulo x, com essa circunferência. 


Figura 2-22 


Denominamos seno de x a ordenada OP, do ponto P em relação ao sistema 
U 0 V. ` 
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Definimos a função seno como a função f de R em R que a cada x e R faz 
corresponder o número real y = sen x, isto é, | 

f: RR 


х — y = sen x. 


O domínio da função seno é R e o conjunto imagem é o intervalo [-1, 1]. 
A função y = sen x é periódica е seu período é 27, já que sen (x + 27) = sen х. 


Em alguns intervalos sen x é crescente e em outros é decrescente. Por exemplo, 


nos intervalos [0, 1/2] e [31/2, 27] sen x é crescente. Já no intervalo [л/2, 31/2] ela é 
decrescente. 


O gráfico da função f (x) = sen x, denominado senóide, pode ser visto na 
Figura 2.23. 


Figura 2-23 


FUNÇÃO COSSENO | 


Seja x um número real. Denominamos cosseno de x a abcissa OP, do ponto P 
em relação ao sistema U O V (Figura 2.22). Definimos a função cosseno como a função 
f de R em R que a cada x e R faz corresponder o número real y = cos х, isto é, 


fF: RR 


x — y = cos x. 


O domínio da função cosseno é R e o conjunto imagem é o intervalo [—1, 1]. 
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Para todo x є R, temos cos (x + 27) = cos x. Portanto, a função cosseno é 
periódica e seu período é 21. Ё 


Em alguns intervalos a função cosseno é crescente e em outros decrescente. 
Por exemplo, no intervalo [0, x] a função f(x) = cos x é decrescente. Já no intervalo 
л, 2x] ela é crescente. 


O gráfico da função f (x) = cos x, denominado cossenóide, pode ser visto na 
Figura 2.24. 


Figura 2-24 


FUNÇÕES TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E COSSECANTE 
Estas funções são definidas em termos de seno е cosseno. 


As funções tangente e secante são, respectivamente, denotadas pelos símbolos 
tg e sec е definidas por: 


para todos os números reais x tais que cos x z 0. 
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As funções cotangente e cossecante são, respectivamente, denotadas por cotg 
e cosec e definidas por: 


para todos os números reais х tais que sen x + 0. 


O domínio das funções tg x e sec x é o conjunto de todos os números reais x 


para os quais cos x + 0. Como cos x = 0 quando x for + n + 2m + 2 


TU 
2: rA SSS UE 


., 180 é, 


x 


quando x = 2 + mr, ne Z, temos D(tg) = D(sec) = (xe R | x # п/2 + nx, ne Z). 


Analogamente, o domínio das funções cotangente e cossecante é o conjunto 
de todos os números reais x para os quais sen x # 0. Como sen x = 0 para x = nm, 
n € Z, temos: 


D(cotg) = D(cosec) = (xe R Í x # nz, n € 7). 


Os gráficos dessas funções podem ser vistos na Figura 2.25. Podemos observar 
que as funções tangente e cotangente são periódicas de período x e que as funções 
secante e cossecante são periódicas de período 27. 


2.15.4 Funções Trigonométricas Inversas. 


Conforme definição da seção 2.14, sabemos que é impossível definir uma 


função inversa para a função y = sen x, porque a cada valor de y corresponde uma 
infinidade de valores de x. 


Portanto, para definirmos a função inversa de y = sen x necessitamos restringir 
o domínio. 


Este fato ocorre com todas as demais funções trigonométricas. 
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Figura 2-25 


FUNÇÃO ARCO SENO 


Seja f: [-1/2, 1/2] > [-1, 1] a função definida por f (x) = sen x. A função 


inversa da f (x), será chamada arco seno, e denotada por 


f 1: [-1, 1] > 1-1/2, 1/2], onde f (x) = arc sen x. 


éncia: 


л : 
< y < 2, escrevemos а equival 


Simbolicamente, para — 


=x 


arc sen x & sen y 


y= 


O gráfico desta função nos mostra uma função crescente (Figura 2.26). 
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m2k----- 


a ------ = 


Figura 2-26 


Observamos que na definição da função arco seno poderíamos ter restringido | 
o domínio de у = sen x a qualquer dos seguintes intervalos: 


[1/2, 31/2] , [37/2, 51/2] , [51/2, 71/2], ..., ou 
[-37/2, 1/21, [-5n/2, -31/2] , [-71/2, —5n/2], .... 


FUNCAO ARCO COSSENO 
Seja f: [0, x] > [-1, 1] a função definida por f(x) 2 cos x. A função 
inversa de f será chamada arco cosseno, e denotada por yh [-1, 1]  [0, x]. 


onde f ^!(x) = arc cos x. 


Simbolicamente, para O < y € Tr, escrevemos: 


y = arc cos x < x = cos y 


O gráfico desta função nos mostra uma função decrescente (Figura 2.27). 


Observação: 


A função y = arc cos x pode ser definida também pela equação 


— arc sen x 


Figura 2-27 


De fato, utilizando o triângulo retângulo (Figura 2.28), temos: 


Figura 2-28 


Os ângulos a e B são complementares, ou 


a +B=5 


x = sen © = cos B. 


Portanto, œ = arc sen x e B = arc cos x. Concluímos que 


T 
arc үнсдэг re sen X. 


Funções 
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FUNÇÃO ARCO TANGENTE 
“A função inversa da tangente é definida para todo número real. 
Seja f: (-1/2, 1/2) — К a função definida por f (x) = tg x. A função inversa 
de f, será chamada função arco tangente e denotada por f 1: R > (-л/2, *n/2), onde ! 


fx) = arc tg x. 


1 

| 

6 : | 
Simbolicamente, para 7/2 < y < 7/2, escrevemos | 


y = arc tg x <> x = tg y | 


O gráfico nos mostra que quando x se torna muito grande, arc tg x aproxima-se | 
de 7/2. Quando x se torna muito pequeno, arc tg x se aproxima de -2/2. 


É uma função crescente (ver Figura 2-29). 


Figura 2-29 


OUTRAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Podemos definir a função inversa da cotangente como 


n 


у = arc cotg x = 


— arc tg x 


onde 0 < y < m. 
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As funções inversas da secante e da cossecante serão funções de x no domínio 
|x| > 1, desde que adotemos as definições: 


y = arc sec x = arc cos (1/х) 


y = arc cosec х = arc sen (1/x). 


A Figura 2.30 mostra o gráfico dessas funções trigonométricas inversas. 


X 
y = arc cotg x y = arc sec x 
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2.15.5 Funções Hiperbólicas 


As expressões exponenciais 


et — e * gore? 


e 
2 2 
ocorrem freqüentemente na Matemática Aplicada. 


Estas expressões definem, respectivamente, as funções seno hiperbólico de x 
e cosseno hiperbólico de x. 


O comportamento dessas funções nos leva a fazer uma analogia com as 
funções trigonométricas. 


SENO HIPERBÓLICO E COSSENO HIPERBÓLICO 


A função seno hiperbólico, denotada por senh, e a função cosseno hiperbólico, 
denotada por cosh, são definidas, respectivamente, por: 


. _ 2-Х -x 
senh х = Ee e coshx = cel . 


O domínio e imagem das funções senh e cosh são: 


D (senh) = (-00,+00), 
D (cosh) = (-00,+00), 
Im (senh) = (-00,+0) 
Im (cosh) = [1, +). 


O gráfico da função senh é dado na Figura 2.31(a). Pode ser obtido pelo 
método chamado adição de ordenadas. Para usar essa técnica, esboçamos os gráficos 


1 : 
das funções 2 ee -3 e * (tracejados) e somamos as respectivas ordenadas. 


Da mesma forma obtemos o gráfico da função cosh [Figura 2.31 (b)]. 
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Figura 2-31 


A função cosseno hiperbólico pode ser usada para descrever a forma de um 
cabo ou corrente flexível, uniforme, cujas extremidades estão fixas a uma mesma altura. 


Na Figura 2.32 desenhamos um fio de telefone ou de luz. Observamos que a 
curva representada pelo fio aparenta a forma de uma parábola. No entanto, é possível 
mostrar que a equação correspondente é: 


y = cosh (x/a), ae R. 


Esta curva recebe a denominação catenária. 


AY 


y 


Figura 2-32 . 


As quatro funções hiperbólicas restantes podem ser definidas em termos de 
senh e cosh. 
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TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E COSSECANTE HIPERBÓLICAS 


As funções tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbólicas, denotadas 
respectivamente por tgh, cotgh, sech e cosech são definidas por: 


tehx = == = ——— | 
8 coshx е g* 
е е cohx е+ех ` 
ВХ = cenhx ` ear” 
1 2 
h == 
217 сох ефе 
cosechx = 1 = 2 


senhx ехе 
Os gráficos dessas funções podem ser vistos na Figura 2.33. 


Muitas identidades análogas às conhecidas para funções trigonométricas são 
válidas para as funções hiperbólicas. Por exemplo, pode-se verificar que 


cosh2u — ѕепһ2и = 1. 


Esta identidade é análoga à identidade trigonométrica сов2и + ѕеп2и = 1 e pode 
ser usada para justificar o adjetivo “hiperbólico” nas definições. 


De fato, a identidade cosh?u — senh?u = 1 mostra que o ponto P de coordenadas 
(cosh u, senh u) está sobre a hipérbole unitária x? — y? = 1. 


Fazendo u variar no conjunto dos reais, o ponto P descreve o ramo direito 
da hipérbole. Observamos que aqui a variável real u náo representa um ángulo, como 
acontece nas funções trigonométricas. No entanto, pode-se estabelecer uma relação 
interessante, que fornece uma interpretação geométrica para o parâmetro u. 


Na Figura 2.34(a), representamos o círculo 1 unitário, onde demarcamos um 
ponto P (cos t, sen f). A área Ас do setor circular ООР é dada por 


До epe 


C 


оре 


e portanto, t = 2А. 
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у = cotgh x 


Y 
=> 
X 
y = sech x у = cosech x 
(c) (d) 


Figura 2-33 


Uma relação análoga a esta, é válida para as funções hiperbólicas. De fato, 
é possível mostrar que a área А,, do setor hiperbólico ООР da Figura 2.34(b), é dada 


por 


e dessa forma, u = 24 p 
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AT KY 


P (cosh u, senh u) 


o 


(a) (b) 
Figura 2-34 


Relacionamos abaixo, outras identidades que podem facilmente ser verificadas: 


RS cotgh u ' 


1 — tgh? и = sech? и e 


1 — cotgh? u = —cosech2 и. 


2.15.6 Funções Hiperbólicas Inversas 


Nesta seção estudaremos as funções hiperbólicas inversas. Para isso, devemos 
nos lembrar das definições da seção 2.15.5 e observar os gráficos das Figuras 2.31(a) 
e (b) e 2.33. 


FUNÇÃO INVERSA DO SENO HIPERBÓLICO 


Analisando o gráfico da função y = senh x [Figura 2.31(a)], vemos que a cada 
valor de y na imagem corresponde um único valor de x no domínio. Assim, podemos 
definir a sua função inversa. | 


A função inversa do seno hiperbólico, chamada argumento do seno hiperbólico 
e denotada por arg senh, é definida como segue: 


у =arg senh x <> x = senh у 


Funções 59 


Temos D(arg senh x) = Im (arg senh x) = R. 


O gráfico da função arg senh pode ser visto na Figura 2.35. Ele é obtido 
fazendo uma reflexão do gráfico da função senh sobre a reta y = x. 


Figura 2-35 


FUNÇÃO INVERSA DO COSSENO HIPERBÓLICO 


Para definirmos a inversa da função cosseno hiperbólico precisamos restringir 
o seu domínio, pois como podemos ver no seu gráfico, Figura 2.31(b), a cada valor de 
у na imagem, exceto у = 1, correspondem dois valores de x no domínio. 


Seja f: [0, + оо) > [1, + œ) a função dada por f (x) = cosh x. A sua função 
inversa é chamada argumento do cosseno hiperbólico e é denotada por arg cosh. 
Simbolicamente, para y > 0, escrevemos 


у = arg cosh x < x = cosh y 


Temos D(arg cosh x) = [1, + œ) e Im(arg cosh x) = [0, + oo), 


O gráfico pode ser visto na Figura 2.36. 


"gc 
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AY 


у=2'9 cost > 


Figura 2-36 


INVERSAS DAS FUNÇÕES TANGENTE HIPERBÓLICA, COTANGENTE 
HIPERBÓLICA E COSSECANTE HIPERBÓLICA 


Para definirmos as inversas destas funções não necessitamos restringir os seus 
domínios, pois a cada valor de y na imagem corresponde um único valor de x no - 
domínio [ver Figura 2.33,(a), (b) e (d)]. 


As funções inversas da tangente hiperbólica, cotangente hiperbólica e cosse- 
cante hiperbólica, denotadas respectivamente por arg tgh, arg cotgh e arg cosech, sáo 
definidas como segue: 


arg tgh x e x = ірһ y 


arg cotgh x €» x = cotgh y 


arg cosech x “< х = cosech y 


A Figura 2.37 mostra um esboço dos gráficos dessas funções. 
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у= arg cotgh x у= arg cosech x 


y = arg tgh x 


Figura 2-37 


INVERSA DA FUNÇÃO SECANTE HIPERBÓLICA 


Da mesma forma que ocorreu com a inversa do cosseno hiperbólico, para 
definirmos a inversa da função secante hiperbólica devemos restringir seu domínio. 


Seja f: [0, + оо) > (0, 1] a função dada por f (x) = sech x. A sua função inversa 
é denotada por arg sech. Para y > 0, temos 


| у = arg sech x e x = sech y 


Na Figura 2.38 podemos ver um esboço do gráfico da função arg sech. 
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Ү 


Figura 2-38 


Podemos exprimir as funções hiperbólicas inversas em termos de logaritmos 
naturais. Isso decorre do fato das funções hiperbólicas serem definidas em termos da 
função exponencial, que admite a função logaritmo natural como inversa. 


A seguir apresentamos essas expressões, que aparecem freqüentemente na 
integração. | 


агр senh x = ln (x + Vx? + 1), x qualquer; 


arg cosh x = In (x + Nx? — 1,x21; 


arg cotgh x = 3 In E )- kl > 1; 


arg sech x = In ‚ 0<х<1; 


1 NI a 
arg osoh x= in + Ё ‚х# 0. 


1+Vy1- 2 
X 
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EXEMPLO. Mostrar que arg senh x = In (x + Vx? + 1), para todo valor de x. 


Sejam x e R e y = arg senh x. 


2 е – e? 
Então, x = senh у = EN 
e portanto, 
e> — 2x — e > = 0. 


Multiplicando ambos os membros da igualdade por e”, temos 
e? — 2хе? — 1 = 0. 
Resolvendo esta equação para e” pela fórmula quadrática, obtemos 


(24440244 _ 


2 x + 32-41. 


е? 


Como e” > 0 para qualquer y, a solução envolvendo o sinal negativo deve ser 
descartada. Portanto, 


б = х+уж№ +1. 

Tomando о logaritmo natural, temos 
y = ln (x + Vx + 1), ou seja, 
arg senhx = ln (x + Vx? + 1). 


2.16 EXERCÍCIOS 


1. Construir os gráficos das funções de 1º grau. Dar o domínio e o conjunto imagem. 
(а) ух, sek=0,1,2, 1/2, - 1,2 


(D y=x+b, seb=0,1,-1 
(с) у= 1,5х+ 2. 
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2. 
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Construir os gráficos das funções quadráticas. Dar o domínio e o conjunto imagem. 


(a) у= a, sea=1, 1⁄2 e 2 
(b) y2x +c, se c= 0, 1, 1/2, 3 
(с) у=уу+(х—1)°, se уу-0,1,-1 


(4) у= аж? + bx + с, se a= 1, b=-2 e c=5. 


Construir os gráficos das funções polinomiais. Dar o domínio e o conjunto imagem. 


(а) у=2+(х- 1)3 (9) y=% (c) у= 22-4. 


Construir os gráficos das funções racionais. Dar o domínio е o conjunto imagem. 


_ 2 . 1 | x-1 
ay. 0 фе», © »-114 
A função f (x) é do 1º grau. Escreva a função se 

7С) =2 е (2) =3. 

Determinar quais das seguintes funções são pares ou ímpares 

(а) fe) = ax* -222 41 (b О) = 5х5 -2x 

(с) (8) = 52+ 25+2 (дф fW=É-4 
3 — 

(е) Рб) =151 0 Л) = 52 
y +1 

– 1 1 
(80) fo) = 2—7 () Л) = > (d + a 
(0 fog = n 142 D Ду)=ш(х+у1+х?). 


1-x 


10. 


11. 


12. 


13. 
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Demostre que se f e g são funções ímpares, então (f + g) e (f — g) são também funções ímpares. 
Demonstre que se fe g são funções ímpares, então f- g e f/g são funções pares. 
Mostre que a função 2 fl) + FED] é par e que a função 2 FO — f Cx) é ímpar. 


Demonstre que qualquer função f: R — R pode ser expressa como a soma de uma função par 
com uma função ímpar. 


Expresse as funções seguintes como a soma de uma função par е uma função ímpar 


(а) fo) =2+2 (b Ро) = 9-1 
(с) fe) = E (d fQ)=Ixi+Ix-ll. 


Seja f (x) uma função, cujo gráfico para x > 0, tem o aspecto indicado na figura. Completar 
esse gráfico no domínio x < 0, se: 


a) f(x) é par; 
b) f(x) é ímpar. 


X 


Em cada um dos exercícios determine a fórmula da função inversa. Fazer os gráficos da função 
dada e de sua inversa. 


(а) y=3x+4 (Б) у= 


x-a 


_х+а _ 1, 
(NAS @ у= = х>0 
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(е) у= Ух - 1, x21 (0 y=-va-x, xSa 
х2 : 
= | x20 h = 2-4, < 0 
(8) y к ж: wt (1) y X 


(D у= 22-4, х > 0. 


T х-42..., : : : 
14. Mostrar que a função y = f(x) = coincide com a sua inversa, isto é, x = Ду) 


ou f (00) = x. ss; 


15. Dada a função y = f(x) = XE definida para todo x real, demonstrar que sua inversa 
+ 


&абшцйо х= в 0) = r3 definida para ly | « 1. 


x, se x«l 
16. Seja Дх) = 4 x, se 1<х<9 
27Wx, se x»9. 


Verifique que f tem uma função inversa e encontre f(x). 


17. Sef(x)e g (x) são periódicas de período T, prove que: 
(a) h(x) = f (a) + g (x) tem período Т. 
(b) h(x) = (х) : (x) € periódica de período T. 


(O во) = f 


>» р(х) z0 V x, é periódica de período T. 
80) g (х) р ре 


18. Sef(x) é periódica de período T, prove que ЗТ também é período de f. 


19. Sabendo que f (x) é uma função par e periódica de período T = 4, complete o seu gráfico. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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Se f (x) = 2*, mostrar que 


fx-3)-f(x-1)215/2f Q9. 
Seja ф(х) = 1/2 (a* + a?) e wo) = 1/2 (а - a?) . 
Demostrar que 
ф(х + у) = 000) - 00) + vo) - yO) e 
у(х + у) = 09 - WO) + 00) : wO). 


Construir o gráfico das seguintes funções exponenciais. 


(а) y 2 à, se а= 2, 1/2, e (e=2,718 ...) 


(b) y-10^ 
() у=е* 
(4) y--2. 
Dada ф(х) = In > Р > verifique a igualdade ф(а) + 0(5) = $ | Ч - 5) 


Sejam f (х) = log x е g (x) = x. 
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Forme as expressões 


(а) fig (2) (b flg(a)], a>0 
(с) glf(a)), a>0. 


25. Construir o gráfico das seguintes funções logarítmicas. 


(а) у=1п(—х) | (b y=Intd 
(с) y=In(x+1) (d y-logg se a=10, 2 e 1/2 
(e) y=xInx. 


26. Sef(x) = arc tg x prove que 


feo + fo) ES 


27. Prove que arc tg a — arc tg b = arc cotg b — arc cotg a. 


i = 1 1 рч (9) 
28. Sejaf(0) = tg Ө. Verifique dade f (20 -.. 2f _. 
ja RO) g que a igual 29) 1 — [f (9) 12 


29. Seja f(x) = arc cos (logo x). 


Calcular f (1/10), f(1) e f (10). 


30. Determinar o domínio das seguintes funções: 


(a) y=arccos (b y= arc sen (ору, x/10) 


I+ x 


(с) уз Nsen 2х . 


31. Construir о gráfico das seguintes funções trigonométricas. Verificar se são periódicas eem 
caso afirmativo determinar o período. 
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32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


(a) y2senkx, К=2,3,1/2е 1/3 
(c) y=kcos2x, k=2,-1e1/2 
(е) y=cos (x+1/2) 


(g) y =cotg (x + 1/4) 


(D y=1+senx 


(b y=kcosx, К-2,3,1/2,1/ 6-1 


(d y-sen(x-17/2) 
( y-tg(x-3m2) 
(h) =t 5 

y=tg >x 


(D y=l+lsen2xl 


Dada a função f (x) = 2 senh x — 3 tgh x, calcule f (2), f -1) e f (0). 


Prove as identidades: 


(a) 1— tgh? и = sech? и 


(b 1- cotgh? и = — cosech? и. 


Defina uma função inversa para y = cosh x, para x € 0. Esboce o gráfico. 


Mostre a validade das expressoes: 


(а) argcoshx= In (x + V- 1), х>]; 


(b) чамала 
ERIT. 


(c) ug nin m 


Sendo f (x) = cosh x, mostre que 


fln(x+ N2-1)]2x 


| -1«х« 1; 


Mostre que as funções senh x, tgh x, cotgh x e cosech x são ímpares. 


Mostre que as funções cosh x e sech x são pares. 


CAPÍTULO 3 | DORA 


T 
a 


LIMITE E CONTINUIDADE 


| O objetivo deste capítulo é dar uma definição de LIMITE de uma maneira 
| intuitiva e também de uma maneira convencional. Vamos analisar propriedades e 
teoremas referentes а limites de funções. Finalmente, definiremos a continuidade das 
funções usando limites. 


| 3.1 NOÇÃO INTUITIVA 


Inicialmente faremos algumas considerações. Sabemos que, no conjunto dos 
números reais, podemos sempre escolher um conjunto de números segundo qualquer 
| regra pré-estabelecida. 


Analisemos os seguintes exemplos de sucessões numéricas. 
(D. 1,2,3,4,5,.. 

(2) 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, ... 

(3) 1,0, -1, 2, -3, ... 

(4) 1,3/2, 3, 5/4, 5, 7/6, 7, ... 


Na sucessáo (1), os termos tornam-se cada vez maiores sem atingir um 
LIMITE. Dado um nümero real qualquer, por maior que seja, podemos sempre encon- 
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trar na sucessão, um termo maior. Dizemos então que os termos dessa sucessão tendem 
para o infinito ou que o limite da sucessão é infinito. 


Denota-se 

ХЭ +оо, 

Na sucessão (2) os termos crescem mas não ilimitadamente. Os números 
aproximam-se cada vez mais do valor 1, sem nunca atingirem esse valor. Dizemos que 


х 1. 


De maneira análoga, dizemos que na sucessão (3) 


X— — оо. 


Em (4) os termos da sucessão oscilam sem tender рага um limite. 


Ampliaremos agora, o conceito de LIMITE para os diversos casos de Limite 
de uma função. 


Observemos as seguintes funções: 


Exemplo 1. 


Seja y = 1 — 1/x (ver Figura 3.1 e Tabela 3.1). 


Tabela 3.1. 
x 1 2 3 4 5 6 n 500 96 1000 
y 0 1/2 2/3 3/4 4/5 5/6 MS 499/500 ne 999/1000 
x -1 -2 -3 -4 -5 ... —100 T — 500 
vy 2 3/2 4/3 5⁄4 6/5 ... 101/100 "RUP 501/500 
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Y 


Figura 3-1 


Esta função tende para 1 quando x tende para o infinito. Basta observar as 
tabelas e o gráfico para constatar que: 


у э 1 quando x э + о. 
Denota-se hm (1- 1⁄x) = 1. 
ХЭ + оо 
Ехетріо 2. 
A função y = x? + 3x – 2 tende para + e» quando х — + os. 


Denota-se lim (22 + 3x – 2) = e. 


x Ə— Ёоо 


De fato, intuitivamente, basta analisar o gráfico (Figura 3.2) e as sucessões da 
tabela (Tabela 3.2). 


Tabela 3.2 
x 1 2 3 4 5 6 7 „С, 100 ENT 1000 
y 2 8 16 26 38 52 68 Dik 10298 TM 1002998 
x |-1 -2 -3 -4 -5 -6 ... -100 X... — 500 
y |-4 -4 -2 2 8 16 ... 9698 d. 248498 
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Figura 3-2 
Exemplo 3. 
- 2х +1 
A função у = x-1 tende para 2 quando x > + oo, e escrevemos 
lim a 
xote X= 1 : 
Tabela 3.3 
J 
x 4 4 2 1,5 1,25 1,1 1,01 1,001 1,0001 
y ' 3,5 5 8 14 32 302 3002 30002 
x -1 0 0,9 0,99 0,999 0,9999 
у 0,5 -1 -28 -298 -2998 -29998 
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Yı 


Figura 3-3 ES 


Observando a Figura 3.3 e a Tabela 3.3 ainda podemos dizer que y — + co 
quando x > 1 através de valores maiores do que 1 e que y > — ое quando x — 1 através 
de valores menores do que 1. Neste caso, estamos nos referindo aos limites laterais 
denotados por: 


: 2x + 1 

lim = +оо e 
x— 1" x 

: 2x + 1 

tim ÉS = —, 
x1 x — 1 


respectivamente chamados limite à direita е limite à esquerda. 


` Exemplo 4. 


A Figura 3.4 nos mostra o gráfico da função 


ml 
) iy 


Esta função tende para o infinito quando x tende para —1, e escrevemos 


1 1 
ЇЇ” 22208 
pep GE 1) 
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ou ainda, 


lim —A = lim =l = +0 
хә-1* (x + 1) 251 (x +1) 
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Tabela 3.4 
x -3 =2 -1,5  -125 -1,1 -1,01 -1001 
y 0,25 1 4 16 100 10000 1000000 
x T 0 ` -05 -0,75 -0,9  -099 -0999 
E 0,25 1 4 16 100 10000 1000000 
Ei 
Ал! Х 
Figura 3-4 
Exemplo 5. 


A Figura 3.5 mostra o gráfico da função 


"T 
У х - 2) 


Escrevemos lim o =-= ou уә – ә quando x > 2. 
хэ2 (x-2) 
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Tabela 3.5 
x 4 3 2,5 2,1 2,01 2,001 
y — 0,25 — 1 -4 — 100 -10000 – 1000000 
x 0 1 1,5 1,9 1,99 1,999 
у — 0,25 -1 —4 — 100 — 10000 — 1000000 
Exemplo 6. 


Na Figura 3.6 temos o gráfico da função у = 3x —1. De modo análogo aos 
exemplos anteriores, observando esse gráfico e a Tabela 3.6, podemos escrever que 


lim (3x-1)= lim Gx-D=2, 
x— 1 x1 


ou ainda, 


lim (3x -1) = 2. 


x1 
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Tabela 3.6 
x 0 0,25 | 0,5 0,75 0,9 0,99 0,999 0,9999 
y — 1 — 0,25 0,5 1,25 1,7 1,97 1,997 1,9997 
x 2 1,75 1,5 1,25 1,1 1,01 1,001 1,0001 ЭРТ, 
——————————————————— A MÀ 
y 5 4,25 3,5 2,75 2,3 2,03 2,003 2,0003 


Figura 3-6 


Podemos agora analisar os exemplos dados de outro modo. 


No Exemplo 3.6, observa-se que é possível fazer o valor de y tão próximo de 
2 quanto desejarmos, tornando x suficientemente próximo de 1, mas não necessaria- 
mente igual a 1. Ou ainda, o valor absoluto da diferença y — 2 tão pequeno quanto 
desejarmos, tornando o valor absoluto da diferença x — 1 suficientemente pequeno. 
(Observe a Tabela 3.6.) 


Estamos agora aptos a formular as definições formais. ` 
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3.2 DEFINIÇÃO 


Seja f (x) definida num intervalo aberto I, contendo a, exceto possivelmente 
no próprio a. Dizemos que o limite de f (x) quando x aproxima-se de a é L, e escrevemos 


lim =L 


xoa 


se para todo`g > 0, existe um ë > 0, tal que lf (x) — LI < € sempre que 0 < lx — al < ё. 


3.3 EXEMPLOS 


Usando a definição 3.2 provar que: 


(D lim Gx-D=2 


x-1 


De acordo com a definição 3.2 devemos mostrar que, para todo € > 0, existe 
um 6 > 0, tal que 


I(3x-1)-21I«g£gsempreque0«1x—-11«68. 


O exame da desigualdade envolvendo £ proporciona uma chave para a escolha 
de б. 


As seguintes desigualdades sáo equivalentes: 
Bx-1-2] « є 


3x-3] < € 


IB(x-1)] < € 
3x-1l < € 
х-11 < £f. 


A última desigualdade nos sugere a escolha do 6. 
Fazendo 8 = £/3, vem que 


| (3х – 1) — 2 | < £ sempre que 0 < lx — 1 | < 8. 
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Portanto, lim (3x – 1) = 2. 


x1 


(0 lim > = 16. 


| x34 
Vamos mostrar que dado g > 0, existe ó > 0, tal que 
lx? — 16 1 < £ sempre que 0 «lx - 41« ё. 
Da desigualdade que envolve £, temos 
02-161 < € 
|х-411х+41 < € 


Necessitamos agora substituir lx + 41 рог um valor constante. Neste caso, 


vamos supor 


0<6<1, 


e então, de 0 < Ix — 4 | < 8, seguem as seguintes desigualdades equivalentes: 


então 


x-4l < 1 
-])«x-4 < 1 
3<x < 5 


T<x+4 < 9 
Portanto, x + 4 1 < 9. 


Escolhendo б = min €(€ / 9,1), temos que se lx - 41 < 8 


bê-16l=Ix-4lx+4] < 


on 
Ке) 


ІА 
o Im 


II 
m 


Logo lim 22 = 16. 


x4 
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3.4 PROPOSIÇÃO (UNICIDADE DO LIMITE) 


Se lim fo) =L, e lim fx) = L, então L, = L, 
xoa xoa 


Prova. Seja g > 0 arbitrário. Como lim Дх) = L,, existe б, > 0 tal que 
` xoa К 
ІРО) - L| < е /2 sempre que 0 < ix —a | < ô. 
Como lim Дх) = L, existe ӧ, > O tal que 
xoa 

If (х) - LI < € /2 sempre que 0 < Ix — a | < ó. 

Seja ë = min (ô,, 5,}. Então, (х) — Lil < є/2 e If(x) — Г < e/2 sempre que 
0O<lx-al< 8. 

Seja x tal que 0 < lx — al < б. Então, podemos escrever 

IL, -L| = IL, — f G) + f @) - LÀ < If Q9 - L| + I @) — L < e2 + 602 = e. 


Сото e é arbitrário, temos IL, — Г. = O e portanto L, = Г... 


3.5 PROPRIEDADES DOS LIMITES 


= 


Na Seção 3.3, usamos а definição de limite para provar que um dado número 
era limite de uma função. Foi um processo relativamente simples para funções lineares, 
que se tornou complicado para funções mais elaboradas. A seguir introduziremos 
propriedades que podem ser usadas para achar muitos limites sem apelar para a pesquisa 
do número 6 que aparece na definição 3.2. 

/ 


3.5.1 Proposição. Sea, тел são números reais, então 


lim (mx + n) = ma + n. 
xa 


Limite e continuidade 81 
Prova. Caso 1: m + 0. De acordo com a definição 3.2, dado ғ > 0, devemos mostrar 
que existe 6 > 0, tal que 
I(mx+n)-(ma+nl<e sempre que 0 < Ix — al < ё. 


Podemos obter a chave para a escolha de 6 examinando a desigualdade que 
envolve £. As seguintes desigualdades são equivalentes: 


Imx+n-(ma+nl < € 
mx-mal < € 
Imlx-al < є 


Е 
Їх-а| < pera 


A última desigualdade sugere a escolha ð = пан . 


€ 
De fato, se ð = —» temos 
lm | 


(т x + n) — (m a + п) = Imi ix al < imil - 1. sempre que 0 < lx — al < 6, 


e portanto, 


lim (mx + n) = ma + n. 
xoa 


Caso 2: m = 0. Se m = 0, então | (m x + n) — (m a + n) = 0 para todos os valores de х. 
Logo, tomando qualquer ë > 0, a definição de limite é satisfeita. 


Portanto, lim (mx + n) = ma + n, para quaisquer a, m e n reais. 
xa 


Da proposição 3.5.1, decorre que: 


(a) Sec é um número real qualquer, então 
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(b) 


lim х= а. 
xoa 


3.5.2 Proposição. Se lim Дх) e lim g(x) existem, e c é um número real 


qualquer, então: *>4 xa 
(a) lim (fo) + g@)] = lim fo) + lim 20) 
xa xa xa 
(b) lim сх) = с. lim fix; | 
xa xoa | 
(O lim Д): в) = lim Дх). lim жб; 
xoa xoa xa 
кә lim f(x) 
E X xa * 
(d) lim = 5 » desde que lim x) + 0; 
Оа s 
: xoa 
(e) lm fo)" = [lim fx)" para qualquer inteiro positivo n; 
xa xa 
(f lim кх) = \ lim Дх), se lim Дх) > 0e n inteiro ou se 
xa xa xoa f 
lim fx) < Oe n é um inteiro positivo ímpar; 
xoa i 
(е) lim info] = In[lim Дх], se lim Д) > 0; 
3 xa xa xoa 
(h) lim cos[f(x] = cos[lim (Xx); 
xa xa 
(i) lim sen[f(x) = sen[ lim Дух)]; 
xoa a xoa 
lim f(x) 
() lim ef9 = e°” 


xa- 
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Provaremos o item (a) desta proposição usando o sinal positivo. 


Prova do item (a). 


Sejam lim f(x) = L, lim g(x) = M e e > O arbitrário. Devemos pro- 
х» а х-—>а 


var que existe 6 > O tal que 


| (f 6) + g €) – (L + M)| < e sempre que 0 < |x — a| < ё. 


Como lim f(x) =L e £/2 > 0, existe ó, > O tal que |fx) - L| < €/2 


x-a 
sempre que 0 < | - a| < ё, 


Como lim g(x) = M, existe à, > 0 tal que |g(x) — M| < £/2 sempre 


xa 
que 0 < |x - a| < à, 
Seja ӧ o menor dos números à, e 6,. 
Então 8 = 8, e Š = 8, e assim, se 0 < |x — a| < 8, temos 
lg(x) — M| < ғ/2 e |x) - L| < e/2. 
Logo, 
| 0) + 800) -(L+M)|= 1609 - D) + (869 - M) 


|f) L| + 6) -M| 
< 4/2447 


IA 


= € 


sempre que 0 < |x — a| < Š e desta forma lim (f(x) + g(x)) = L + М. 
х-»эа 


3.5.3 Proposição. Se f(x) < h(x) < g(x) para todo x em um intervalo aberto contendo 
a, exceto possivelmente em x = a, e se 


lim fx) =L = lim g(x) 


Х-» x—>a 
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então, 


lim A(x) = L. 


xa 


Prova. Seja € > 0 arbitrário. Como lim f(x) = L, existe б, > O tal que f (x) - LI < € 
х-эа 


sempre que 0 < Ix - al < ё,. Como lim g(x) = L, existe 6, > 0 tal que lg (x) — LI < £ 


xoa 
sempre que 0 < lx - al < 8,. 


Seja Š = min (8,, 5,). 


Então, se 0 < lx — al < б temos que lf (x) - Li <£ e lg (х) — Ll < e, ou de forma 
equivalente, L- € < g (x) «L-eeL-g«f(o«L«s. 


Assim, usando a hipótese, concluímos que se O < Ix — al < б, então, 
L-g£«f(x)s ha) Sg GQ) < L +£, 
isto é, 
L — £ < |х) < L + £. 
Logo, se 0 < lx — al < б, temos que lh(x) — LI < e, portanto, lim k(x) = L. 


xa 


3.5.4 Exemplos. 


(0 Encontrar lim (x? + 3x + 5). 
x22 


Temos, 


lim (х2 + 3x + 5) lim x + lim 3x + lim 5 


x32 x2 x2 x32 


= lim x? +3 lim x+ lim 5 


x2 x2 x2 
= 22+ 3.2+5 


= 15, 
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х-5 
(ii) Encontrar lim . 
x3 3-7 
lim (x – 5) 
lim 25 _ gs NEUSS NER E 
хәз 30-7 lm 09-7) 27-7 10 


x3 


(iii) Encontrar lim Nx! - 4x + 1 . 


хә -2 
lim Ф — 4x +1 = jim 08 — 4x + 1) 
x>-2 2 
= Ey 42) + 1 
= 5. 
(iv) Encontrar lim z = 1 сЕ 


x1 


Neste caso, não podemos aplicar a propriedade do quociente pois 


“im (х-1)=0. 
51 


Porém, se fatoramos o numerador obtemos 


x-1 _ @ = 1 + 1) _ 


x-i x —l 


x+1 para x #1. 


Como no processo de limite os valores de x considerados são próximos de 1, 
ias diferentes de 1, temos 
2-1 2. Gg-DG+D _ 


lim lim lim (x + 1) = 2. 
x1 x-1 х1 x-1 x31 р 


(v) Encontrar іт x? sen 1 : 


x0 


Vamos usar a proposicáo 3.5.3. Como todos os valores da fungáo seno estáo 
tre —1 e 1, temos 
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0 < sen - < 1, V ха, 


Multiplicando a desigualdade por x?, temos 


1 
sen — 
x 


0<x 


< х, Ч x # 0. 


Como lim 0 = 0 e lim 22 = 0, pela proposição 3.5.3 concluímos que 
x50 x0 


lim 2 


x0 


sen E =0. 
x 


3.6 EXERCÍCIOS 


1. 


Seja f (x) a função definida pelo gráfico: 


Intuitivamente, encontre se existir: 


(a) lim Ax). s(b) lim Дх. (c) lim Ao. 
x23. E y x>3 
a(d) lim f(x). : »(e) lim f(x). Ф lim f(x). 


x — — X— + U x4 


AN 


Seja f(x) a função definida pelo gráfico: 
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Intuitivamente, encontre se existir: 


(a) lim fx). e(b) 
x gt 

«(c) lim f(x) e(d) 
х-»э-2 


Seja Дх) a função definida pelo gráfico: 


lim fo. 


х-»-2 


lim f(x). 


x— += 


Intuitivamente, encontre se existir: 


s(a) lim Ax). (b) lim Ko. 


x>0 150. 
Xd) lim Дх). (е) lim Дх) 


X— + оо х ә – ео 


(с) lim f(x). 
x90 

ef) lim f(x). 
х-э2 
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Seja Дх) a função definida pelo gráfico: 
Intuitivamente, encontre se existir: 
e(a) lim Ду). «(b lim f(x). 
x52* x— 2 
(d) lim Дх). »(e) lim f(x). 
X — —9 x1 
Seja f(x) a função definida pelo gráfico: 


Y 


Intuitivamente, encontre se existir: 


ха) lim, Ro. ə (b) lim f(x). 
x31 x1. 
Ad) lim fx). (ее lim Дух). 


x>+0 x—— 
í 


a(c) 


(c) 


lim f(x). 


x— + о 


lim Д). 


x1 


Limite e continuidade 89 
«6. Mostrar que existe o limite de f(x) = 4x — 5 em x = 3 e que é igual a 7. 


*7. Mostrar que lim x° = 9. 
x3 


Nos exercícios 8 a 12 é dado lim f(x) = L. Determinar um número 8 para o £ dado 
x-a 


tal que fx) — LI < e sempre que 0 < |x — al < ё. 


8 lim (2х +4) = 8 В = = 0,01. 
x2 | 

9. lim (-3х +7) = 10, e = 0,5. 
x>o-1 

10. lim а M А e = 01. 
хә 2 х + 2 

їз do EBC. Q cê E 7055. 

- x35 2-х 3 

12. lim xl. : e = 075 
x91 x-i 


13. Demonstrar que lim x sen 1/x = 0. A | 
x>0 Х-> л. P 1 1 


14. Mostrar que: 


(O Sef é uma função polinomial, então lim Дх) = fla) para todo real a. 


xoa 
(ii) Segé uma função racional e a pertence ao domínio de g então 
lim gl) = g(a). 
xoa 
Calcular os limites nos exercícios 15 a 34, usando as propriedades de Limites. 


AS. dim (3 – 7х - 5). »16. lim (3x? — 7x 4 2). 


x0 x3 
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17. lm (2 + 6 + 2). 18. lim (2х 7. 
x>-1 x— 1⁄2 
19. lim (+ 49- (x + 2)]. 20. lim [(x — 2)? . (x + 49]. 
x>-1 x>0 
ib 20528 2% Jim EE? 
x>2 3x — 1 гэ? Í+ 2 
23. lm 12 „м. lim Ptst+6 
хә1 *- 1 э2 1+2 
25. tim P r+ 6 26: hm = 
52 t2 s512 ?5 
3 
27. lim ^N2x 4 3. 28. lim (3х + 222, 
x94 x7 
229. lim 22-х. "E 30. lim ХУ, 
x— 2 3 š x2 3x — 4 
. "e 
„31. lm [2senx — cosx + cotg x]. 232. lim (€ + 4x). Rd PO 
x—7/2 5, MNA A ^ 4. x34 PE IET 
Ama (EISE, mà MEAE Gi С se. de үн 
mo 4 23, 2 Er < > Чн > 
33. lim @+3⁄4 — dá d SRA 
x>-1/3 | x>2 4 


3.7 LIMITES LATERAIS 


3.7.1 Definição. Seja fuma função definida em um intervalo aberto (a, с). Dizemos 


que um número L é o limite à direita da função f quando x tende | para аре 
escrevemos 


lim Дх) = 


xat 
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se para todo e > 0, existe um б»0, tal que lf(x) - Ll < = sempre que 
a<x<a+0. 


Se lim fx) = L, dizemos que f(x) tende a L quando x tende para a pela 
x— at 


direita. Usamos o símbolo x — a* para indicar que os valores de x são sempre maiores 
do que a. 


De maneira análoga, definimos limite à esquerda. 


3.7.2 Definição. Seja fuma função definida em um intervalo aberto (d, a). Dizemos 
que um número L é o limite à esquerda da função f, quando x tende para a, e 
escrevemos 


lim Дю) = L 


xa 


se para todo £ > 0, existe um 0 » 0, tal que lf(x) - Li « £ sempre que 
a-ó«x«a. 


Neste caso, o símbolo x — a” indica que os valores de x considerados são 
sempre menores do que a. 


Observação. As propriedades de limites, vistas nas proposições 3.5.1, 3.5.2 e 3.5.3 
continuam válidas se substituirmos x — a por x э at ou x — а. 


3.7.3 Exemplos 
(i) Dada a função f(x) = (1 + Nx — 3), determinar, se possível, 


lim, foe lim f(x. 


хәз x23 
A função dada só é definida para x > 3. Assim, não existe іт f(x). 
: x—>3 


Para calcular lim, f(x), podemos aplicar as propriedades. Temos, 
хә 3t 


lim, f(x) = lim, (L + Nx — 3) 
x53t 153" qo BE me. 


£16060: 


Zo mI. 


prin 
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lim 1+ lim vx-3 


x3* х-э3" 
= 1+N lim (x - 3) 
x3 
= 1+0 
= 1. 
— kl 
2 Í" se xz0 
e (ii) Ѕеја Дх) = 4 * 
1, se х=0. 


Determinar lim fx) e lim fx). Esboçar o gráfico. 
x— 0 x30 


Se x > 0, então ll = x e ѓо) = = –]. 


Горо, lim, Дх) = lim, -1=-1. 


x>0 x>0 
d x 
Se x < 0, então ld = — e f(x) A m 1. 


Portanto, lim Дх) = lim 1-1.) 


x50 x30 
O gráfico da função pode ser visto na Figura 3.7. Observamos que 


lim, fo) + lim Ax. 


x0 x30 
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Figura 3-7 


(iii) Seja f(x) = ixl. Determinar lim- Дх) e lim Дх). Esbogar o gráfico. 
x>o0* x>0 


Se x > 0, então fx) = х. Logo, lim fx) = lim x=0. 
x20* x0 


Se x < 0, então f(x) = -x. Logo, lim f(x) = lim (-x) = 0. 
x0 4, x30 


A Figura 3.8, mostra o esboço do gráfico da função. Neste exemplo, podemos 
observar que 


lim, fo) = lim Ax). 


x— 0 x>0 


Figura 3-8 


94 Cálculo A — Funções, Limite, Derivação, Integração 


O teorema a seguir nos dá a relação existente entre limites laterais e limite de 
uma função. 


3.7.4 Teorema. Se fé definida em um intervalo aberto contendo a, exceto possivel- 


mente no ponto a, então lim fx) = L se e somente se lim fx) = L 
xa x— at 
e lim Дх) = 


x>g 


Prova. Provaremos apenas a condição suficiente. A condição necessária é consequences 
imediata das definições dos limites envolvidos. 


Suponhamos que lim fx) = L e lim f(x) = L. Então, dado e > O arbitrá- 


x-»a* х а 
rio, existe Š, > O tal que |f (x) – L| < & sempre que a < x < a + 8, e existe Š, > O tal 
que |f (x) - Ц < £ sempre que a - 8, < x < a. 


Seja Š = min {ô}, ð}. Então a — 8, sa —à c a+ Š sa + 6, c, portanto, 
se xea ea-d<x<a+ô, temos que |f (x) - L| < e. 


De forma equivalente, |f (x) — L| < e sempre que 0 < |x — a| < 8 e desta forma, 


lim fx) = 


х-» а 


3.7.5 Exemplos 


(i) Analisando os exemplos anteriores, podemos concluir que: 


б ОРА 
ы. -9 


(a) Também não existe lim — 
x0 x 9 


(b) lim ld = 0. x eur) 


x— 0 
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32-41, paa x<2 
(й) Sejaf(x) = + 2 , para x=2 
9- x, раа x> 2. 


Determinar, se existirem, lim fo) lim Дх) e lim f(x). Esboçar o gráfico 
x32* x32 x22 


da função. 
Se x > 2, então, f (x) = 9 — x. 


Assim, 


lim fo) = lim (9 -x = lim q lim, Ll=9-4=5. 


x> 2 x>2* 1>2 x2* 
Se x < 2, então, f(x) = x? + 1. 


Portanto, 


lim f) = lim (2 + 1) = lim 2 + lim 1=4+1=S,. 


x22 x32 x32 x32. 
Como lim, Дх = lim fx) = 5, concluímos que 
1>2* x>2 
lim Дх) = 5. | E 
x22 | 


A Figura 3.9, mostra o gráfico de f(x). 
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Figura 3-9 


3.8 EXERCÍCIOS 


1. Sejafx) = = 


3x — 7, x> 3. 
Calcule: 
Ха) lim E Дх). xb) Im P Дх). с) lim ДХ). 
x3 x93 Y x3 4. 
Xd) lim f(x). (e) lim, fo. “р lim Ax. 
x257 хэ 5 1 125 9 
Esboçar o gráfico de f(x). 


| 2-2х-1, 143 
| e2. Seja h(x) = 
7 ‚ х=3. 


*Calcule lim A(x). Esboce o gráfico de h(x). 
x3 
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Seja F(x) = lx — 41. Calcule os limites indicados se existirem: 


Ча) lim F(x). xb) lm F(x) с) lim Fœ). 
x>4* x>4 x>4 
Esboce o gráfico de F(x). 
4.  Sejaf (9) = 2 + I3x – 11. Calcule se existir: 
Ха) lim O. s(b) lim fx. e(c) lim f(x). 
хэ 1/5 x5 1/57 х Э 1/5 
Esboce o gráfico de f(x). 
lx — 31 ша 
>” x 
5. Sejag)=| 7 
0 ‚ х=3 


(a) Esboce o gráfico de g(x). 


a(b) Achar, se existirem lim, 80), lim gx) e lim 400. 


x23 › x23, x3 
х/х1, sexx*0 
"6. Seja k(x) = 
0 , se х= 0. 
Mostrar que h(x) não tem limite no ponto 0. 


PE T 
L 


$7. Determinar os limites à direita e à esquerda da função f(x) = arc tg 1/x quando x > 0. 


“8. Verifique se lim l existe. 
x1 Sd 
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1/x х«0 

: 7 0<x<1 
9.  Sejaf(x) = Э кш 
2. — X4 х> 1. 


Esboce o gráfico e calcule os limites indicados se existirem: 


a(a) lim f(x) e(b) lim f(x). xc) lim f(x) 
x>-1 x31 150" 

4) lim Ду). Хе) lim f(x): xf) lim f(x). 
x20 x90 x1>2* 

»(g) lim - Дх). *(/) lim f(x). 
x22 x2 


10. Seja fa) = G2 - 25) — 5). 


Calcule os limites indicados se existirem: 


(a) lim Дх). >(b) lim fo). xc) lim f(x). 
x30 . x— st x>o-$ 

4) lim f(x). »(е) lim fo). 
x—5 x-5 


3.9 CÁLCULO DE LIMITES 


Antes de apresentar exemplos de cálculo de limites, vamos falar um pouco 
sobre expressóes indeterminadas. Costuma-se dizer que as expressóes: 


eo — oo, 0 х оо , 00 , 0, 17 


são indeterminadas. О que significa isto? 
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Vejamos, por exemplo, ° ° 


Sejam f e g funções tais lim fx) = lim g(x) = O. Nada se pode afirmar, 
xoa xoa d 

a priori, sobre o limite do quociente f/g. Dependendo das funções fe g ele pode assumir 

qualquer valor real ou não existir. Exprimimos isso, dizendo que 0/0 é um símbolo de 

indeterminação. 


Para comprovar o que dissemos acima, vejamos dois exemplos: 


(0) Sejam f(x) = xe g(x) = x. 


Temos, lim f(x = lim g(x) = 0 


x50 x50 


(id) Sejam f(x) = 2 e g(x) = 222. 


Temos, lim fx) = lim g(x) = Oe, neste caso, 
x50 x0 
JG) _ ue x 


lim lim — = lim T 
uso €) sd 22 x0 2 


юре 


Analisaremos, agora, alguns exemplos de cálculo de limites onde os artifícios 
algébricos são necessários. São os casos de funções racionais em que o limite do 


denominador é zero num determinado ponto e o limite do numerador também é zero 
neste mesmo ponto. 


Simbolicamente estaremos diante da indeterminação do tipo 0/0. 


Exemplo 1. Jim x-3x42 


x-2 x2 — 4 х 
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Neste caso, fatora-se o numerador e o denominador fazendo-se a seguir as 
simplificações possíveis. Aplicamos então a proposição 3.5.2. 


Temos, 
?-3х+2 . (?—2х+1)(х+2) 
= Em 
x>-2 ?-4 хә-2 | (x — 2) (x + 2) 
ОЕ 
= lm — 
x>-2 х-2 
lim (х2 – 2х + 1) 
_ хә-2 
a lim (x — 2) 
x>-2 
= —9/4. 
Vx + 2 02 


Exemplo 2. lim 
x0 x 


Para este exemplo usaremos o artifício da racionalização do numerador da 
função. | 


Segue então, 


| T En, NN Es (Xx + 2 02) (4х + 2 +02) 
| x30 x x50 x(Vx+2 + М) 


x tim КЕ = (27 
| хэд х(Үх+2+\2) 


ão ds x+2-2 


хэ0 х(Үх+2 +12) 
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: 1 
lim ——————— 
хэд Vx+2 + 412 


| Е 


Чеш 


Exemplo 3. lim ————- 
Р x91 Xx -1 


Neste caso faremos uma troca de variáveis para facilitar os cálculos. 
Por exemplo, x = £, t > 0. 


Quando É — 1, temos que г > 1. 


Portanto, 
3 3 
бя x — 1 e VÉ -1 
хэ! Чх-1 гэ1 NÉ-1 
= lim 2-1 
1-1 8-1 


(t -D(t+ 1) 
гә1 (-1)(0-14-41) 


t+1 
t1 Ё+ї+1 


= 2/3. 


E 
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2 — 
Exemplo 4. lim Ra) x . 
h50 h 


Neste exemplo, simplesmente desenvolve-se o numerador para poder realizar 
as simplificações. : 


Obtem-se: 


Ён (х+ 02-2 _ im L + 2xh + А? – 2 


h=>0 h h>0 h 

. h+h 

= lim = 
h>0 h 

= lim h(2x + h) 
h>0 h 

= lim (2x + h) 
h50 

= 2x. 


3.10 EXERCÍCIOS 


1. Para cada uma das seguintes funções ache 


o) —/2). 


lim PER 


a(a) Дх) = 3x. cb fo=1x, х= 0. (o) Дә=2/3х7. 


1 
х + 1 


dd) Дх)-3х2-5х-1. (е) Д) = | x*-l. e fo) = x. 


44. 


»6. 


«8. 


510. 


512. 


Nos exercícios 2 a 25 calcule os limites. 


pu EM 
хә-1х^—1 
‚ X +3k- i0 
jim EE, 


x22 з? — 5х – 2 


№ *(-ax-a. 


lim 

xoa x-a 
. ?+б6х+5 
lim ===. 


хэ X2-3x—4 


lim ,ab»50 
хэй V зын -b ш. 
VOS e em cM 
1 m | буулга, 
"FE 4 2 ЇЇ 7 Бы 165 E 


83. 


v5, 


e7. 


»9. 


ell. 


13. 
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Ea В +AA, 
13-2 (t + 2)( 3) 

SEE E $ 

lim É =. 

гэ 5/2. 2t - 5 

jim 22 = 9x £20, 3 


x>4 4x? — 25x + 36 Y 
xb J 
3 3x2 (Xe) 


eel ++ 410 


GEIA -DYL 


lim 
x>o-1 


Р х2 — 5х + 6 
lim SEI +. 
452 X —12х + 20 


2 
(4 + у —16 


lim 
150 t 
N Val + bt — a 
lim — — а»0. 
t— 0 t 
2 
lim V2(h -8)*h. 
h>-4 h+4 
: Nl +x- 1 
lim š 
x>0 <x 
lim 2-5 Saro.) 
хәа 608 2 
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`w 3 3 3 
«22. “1 Ne -1, Nass tim Үй -2 IE 
x31 Ax —1 x1 (x -1) 
u . 3-N54x ч : 11-х-131-х 
| x 24. im = 825. іт ° 
1 x>4 1 - \5 = x x>0 x 


3.11 Limites no Infinito 


No exemplo 1 da seção 3.1, analisamos o comportamento da função 
Кх) = 1 – 1/x para valores de x muito grandes. c 


Intuitivamente, vimos que podemos tornar o valor de f(x) táo próximo de 1 
quanto desejarmos, tomando para x valores suficientemente elevados. (Observar a 
Tabela 3.1.) Da mesma forma, fazendo x decrescer ilimitadamente vemos que f(x) se 
aproxima desse mesmo valor 1. 


Temos as seguintes definições: 


3.11.1 Definição. Seja f uma função definida em um intervalo aberto (a, + оо). 
Escrevemos, 


lim f(x)-L, 


x49 

quando o número L satisfaz à seguinte condição: 

Para qualquer g > 0, existe А > O tal que |f (x) — LI < € sempre que x > A. 
3.11.2 Definição. Seja f definida em (— œ, b). Escrevemos, 


lim Д) = L, 


x—— 


se L satisfaz a seguinte condição: 


Para qualquer e > 0, existe B < O tal que lf (x) — LI < € sempre que x < В. 
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Observação. As propriedades dos limites dadas na proposição 3.5.2 da seção 3.5, 
permanecem inalteradas quando substituimos x — a por x — + e° ou x — — оо, 


Temos ainda o seguinte teorema, que nos ajudará muito no cálculo dos limites 
no infinito. 


3.11.3 Teorema. Sen é um número inteiro positivo, então: 


1 
(D lim — = 0. 
xote X 
(ii) lim Шш 0 
EO + 


Prova. Vamos demonstrar o item (i). Devemos provar que, para qualquer g > 0, existe 
А > 0, tal que 


— 0 | < £ sempre que x > A. 


| 


O exame da desigualdade que envolve £ nos sugere a escolha de A. 


As seguintes desigualdades são equivalentes: 


129) « € 
х" 
1 
< € 
lx? 
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A última desigualdade nos sugere fazer 4 = 1/ Ye . 


Temos que x > A => | — — 0 | < е e desta forma 
lim D 0. 
ХЭ +оо х 


А demonstração do item (ii) se faz de forma análoga. Sugerimos ао aluno que 
tente fazê-la. 


3.11.4 Exemplos 


(0: Determinar lim AEn, 
xe X + 8 


. ` - ` oo 
Neste caso, temos uma indeterminação do tipo — · 2381 
со 


Vamos dividir o numerador е o denominador por x e depois aplicar as proprie- 
dades de limites juntamente com o teorema 3.11.3. 


Temos, 


lim 2х — 5 = lm 2 – 5/x 
RES da А ВИХ 


lim (2 - 5/x) 
_ x+% 
E lim (1 + 8/x) 
X3 +e 
lim 2- lim 5/x 
X— +оо X—+e : 


lm 1+ lim 8/x 
х Э + X— +e 
' т 
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Е — 5.0 
^ 1+ 8.0 
= 2. 
22 - Зх +5. 


ii) Encontrar lim 
en E EP XC 


Novamente temos uma indeterminação do tipo оо/оо. 


Para usarmos o teorema 3.11.3, dividimos o numerador e o denominador pela 
maior potência de x, que neste caso é res, 


Temos, 
M. odes 
: 2 — Зх + 5 : fa ZX a 
lm == = lim / 2“ + 
xo- 2—2 о pode 


lim (2/х? — 3/x* + 5/0) 


хэ 


lim (4 – 2/5) 


EIIL 


2 lim 1/2-3 lim 1/ +5 Hm 1/0 


= х ә – x —Э — °° Хх — c 
lim 4-2 lim 1/2 
Xx—5— Фо х Э — оо 

20 —30 350 

E 4 — 20 


! 
AN 
e 


(üi) Determinar lim 


х +9 2 — 5 
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Neste caso, dividimos o numerador e o denominador por x. No denominador 
tomamos x = Vx? , já que os valores de x podem ser considerados positivos (x — + оо), 
Temos, 

: 2х + 5 “ы 2 + 5/х 
lin ==. ж= Пип SEE E 
хэ+е №22 — 5 хә+= V2 — 5 / VÊ 


lim (2 + 5/x) 
x — +0 
lim 22 – 5 
х + x 


lim 245 lim 1/x 


х +оо x— + се 
lim 2 _ 5/2 
х — +оо 
Е 2 + 5.0 
Vim (2 – 5/x2) 
хә +9 
VICEM SEM 
|. N2-50 
2 
= Sen. 
42 
2x + 5 


(iv) Determinar lim -=== · 


х-»э-ө №242 — 


Como no exemplo (iii), dividimos numerador e denominador por x. Como 
neste caso x > — ce, os valores de x podem ser considerados negativos. Então, para o 
denominador, tomamos х = —\х?*. Temos, 
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2 + 5/x 
lim 
x>-0 i 2 25 
N x 
lim (2 + 5/х) 
Хә – өө 
-N lim (2 — 5/2) 
x—-—e 
| _2+50 
— 2 — 5.0 
uc _2_ 
END 
= wx. 
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No exemplo 4 da seção 3.1, analisamos o comportamento da função 
Дх) = 1/(х + 1)? quando x está próximo de —1. Intuitivamente, olhando a Tabela 3.4, 
vemos que quando x se aproxima cada vez mais de —1, f(x) cresce ilimitadamente. 
Em outras palavras, podemos tornar f(x) tão grande quanto desejarmos, tomando 


para x valores bastante próximos de —1. 


Temos a seguinte definição. 


3.12.1 Definição. Seja f(x) uma função definida em um intervalo aberto contendo 


a, exceto, possivelmente, em x = a. Dizemos que 


lim Дх) = +, 
xoa 


se para qualquer А > 0, existe um Ó > 0 tal que f(x) > A sempre que 


0«lx-al«6. 
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De modo semelhante, observando a Figura 3.5, do exemplo 5 da seção 3.1, 
podemos ver o que ocorre com uma função f(x) cujos valores decrescem ilimitadamente 
nas proximidades de um ponto a. 


3.12.2 Definição. Seja f(x) definida em um intervalo aberto contendo a, exceto, 
possivelmente, em x = a. Dizemos que 


lim f(x) = —oo, 
xa 


se para qualquer B < 0, existe um б> 0, tal que f(x) < В sempre que 
0«lx—- al < ё. 


Além dos limites infinitos definidos em 3.12.1 e 3.12.2, podemos considerar 
ainda os limites laterais infinitos e os limites infinitos no infinito. Existem definições 
formais para cada um dos seguintes limites: 


lim fo) = +æ, lim fx) = +=, lim f(x) — о , 
хәа xa xat 


lim Дх) = — 00, lim fx) = +оо, lim Дх) = —оо, 
xd x— +e X— + ое 

lim f(x) =+ e lim fx) =-—o. 

х Э — X — — 


Por exemplo, dizemos que lim Дх) = + se para qualquer А > 0, existe 
xoa 


um ë > 0 tal que f (x) > A sempre que 0 < x < a + б. 


A seguir apresentamos um teorema muito usado no cálculo de limites infinitos. 
3.12.3 Teorema. Sené um nümero inteiro positivo qualquer, entáo: 


(D іт 


1 
LETS fama, + oo. 
x30 X 
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— 


1 , sen é par 
(i) N ёсолж 
x20 х" — оо, se n é impar . 


Prova. Vamos provar o item (i). Devemos mostrar que para qualquer А > 0, existe 
б > 0, tal que 


5 > A sempre que 0 < x < 8. 


Trabalhando com a desigualdade que envolve 4, obtemos uma pista para a 
escolha de б. Como x > 0, as desigualdades abaixo são equivalentes: 


д 


1 
X «a 


x< МА. 


Assim, escolhendo д = A , temos 1/х” > А sempre que 0 < x < б. 


3.12.4 Propriedades dos Limites Infinitos. 


De certo modo, a proposição 3.5.2 permanece válida para limites infinitos, 
embora devamos tomar muito cuidado quando combinamos funções envolvendo esses 
limites. A Tabela 3.7 nos dá um resumo dos fatos principais válidos para os limites 
infinitos, onde podemos ter x > a, x >a, x > а, x > + о оц X — — оо, As 
demonstrações não são difíceis. Provaremos o item 01 como exemplo. 


Na Tabela 3.7, 0* indica que o limite é zero e a função se aproxima de zero 
por valores positivos е 0” indica que o limite é zero e a função se aproxima de zero por 
valores negativos. 
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Tabela 3.7 
lim f(x) | lim g(x) h(x) = lim h(x) simbolicamente 
01 | + оо to | Дх) + О) + оо + оо + оо = + оо 
02 + оо +0 | f(x) - (х) ? (+ co) — (+ 00) é indeterminação 
03 + оо k FO) + g(x) + оо + оо + k = + оо 
04 es k fc) + 869 | — so — æ + k =- æ% 
Дх). 3) (+ 00) - (+ оо) = + oo 
(> sed sm) = es 
+ eo - k = + e, k > 0 


09 + oo 0 Кх) - #(х) i + œ - 0 é indeterminação 
10 k “to fogo) _ К+ oo = 0 

11 to | +e | Aw + оо/+ оо é indeterminação 
12 | k>0 | 0* fle k/0* = + o, k>0 

13 += vo Дх)/гО) + оо/0* = + 00 

14 | k»0 0 JO)/g(x) 

15 | +æ 0- Г 27726) — оо +] = — өв 

16 0 0 fole) ? 0/0 é indeterminação 


Prova do item 01. Sejam f е g tais que lim f(x) = +œ, lim g() = +e e 
А xoa xa 
h(x) = f(x) + р(х). Vamos provar que lim h(x) = +00, 
xa 


Devemos mostrar que dado А > 0, existe б > 0, tal que h(x) > A sempre que 
0O«lx—-al« ё. 
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Seja А > 0 qualquer. Como lim f(x) = +º,3 8, > 0 tal que f(x) > 4/2 sempre 
xoa É 
que 0 < lx — al «6, Como lim g(x) = + ee, existe Š, > O tal que g(x) > 4/2 sempre 
xa ! 
que 0 < lx — al < õp 


Seja ó = min (ô,, ӧ,}. Temos, então 
h(x) = Kx) + g(x) > 4/2 + 4/2 = A sempre que 0 < іх — al < б e desta forma 


lim A(x) = +. 
xoa 


3.12.5 Exemplos А] Р 
() Determinar lim (х3 + Nx + 1/2), 
x—>0 ` E sh 


/ 
/ 
Л 


Temos, 


lim (х3 + Nx + 1^2) = lim + lim М + lim 1/2 


x0 x0 х0 x0 


0+0 + = 


№ 
+ y 


(0 Determinar lim (3x5 — 42 + 1). 


x— +e 


Neste caso, temos uma indeterminação do tipo e° — ee, Para determinar o limite 
usamos um artifício de cálculo. Escrevemos, 


xo х +оо 


! "ur 4,1 
lim (39 – 4 + 1) = lim els-5+3) 
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= +e (3-040) 
= + оо, 
(iii) Determinar lim 5 , lim E e lim A 
x90 x30 x0 


Para x > 0, temos lx! = x. Assim, 


ixi : х : 
lm > = lm — = lim ~= +œ 
x0* 22 х-»0" x x30* X 
Para x < 0, temos Ixl = — x. Portanto, 
E | ' _ : 
lim Е = lim A Z lim — = +e 


| lx | ў : Le | 
Como lim ^7; = lim — = +œ, concluímos que lim = 
x>0 x x0 х? x>0 x 
: : 5x +2 
(iv) Determinar lim keii 


x-1 


Quando x ә —1 , lx 4 1! > 0*. Assim, 


lim (5х + 2) 
а. DAS = oc LD Sia 
xoa k+l co dum k+l t / 
х-»-1 ` 
№ + Зх + 1 : 2+3x+1 


v) Determinar lim 
0) хэ xi-x-6 x22 xb-x-6 


: xb + Зх + 1 
€ lim A e 


Temos, 


х + 3x + 1 
хэт X2 + x— 6 


Ainda, 


lim X+3x+1 
хэт 2 + x-6 


or x-x-6 
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im х2 + Зх + 1 
о (x 7 2) + 3) 
lim ( + 3⁄ + D) 
1>2* 
lim [(x — 2) (х + 3)] 
xo2t 
11 m 
o 
+ oo 
lim Q + Зх + 1) 
x2 
lim [(x - 2) (x + 3) 
x22 
M 21 
0 
х 3x +1 Z+ Зх +1. 


não existe o lim 


x32 x + x-— 6 


Porém, muitas vezes, calculando limites de uma maneira menos formal, escrevemos que 


: № + Зх + 1 
lim ——————— = o 


sem nos preocuparmos com o sinal. 
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(vi) Determinar lim “+3 
хэ+е X + 2 


Dividindo o numerador е o denominador por x?, temos 


lim —— = tm >= dd 


(vii) Determinar lim . 
tiro. 8Х 2 


Dividindo o numerador e o denominador por x?, temos 


E 

lim 5-3 2 Ane х 
х Э +o 8x + 2 Xo 8,2 
x) e 
lim (5/35 — 1) 

X + = 


lim (8/22 + 2/59) 


x—+e 
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—1 
0* 


4 
(viii) Determinar lim 253€ + 2061. 


x9 4 — x 


Dividindo o numerador e o denominador por х“, temos 


. 2 + 3⁄2 +2x+1 . 
hm — —— —— — = lim 


4 
x— + ое 4-x ХЭ + 


(ix) Determinar lim E +3х-1 : 
x>+00 х – 2 


Dividindo o numerador е o denominador por x°, temos 


| d ne ord 
lim x + Зх – 1 2 tm x l e 


х Э +9 E -2 9 х + e 1- 
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= |° 


(x) Mostrar que se Р(х) = ay" + ax" l+... +a, e 


Об) = by” + bx"-1+..+ b. então 


P(x) . ар 
im = = hm ——-:- 
x te О(х) x— + Бох" 
Temos, 
ax" + ахі +... +а 
а due А = 
x>+0 QX) ateo by" bx" +. + b, 
a a 
ЦОХ нэ 
= Im " E 5 
xo te 
х” 21 mi |) Um 
2 E Td ал zJ 
dy Luo + +) 
xl gn 
= lm — lim 
X— + оо x— too Б 
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š = Nt ind 
x3te Xx" bo 
a 
эс pup А 
x— + b 
3.13 EXERCICIOS 
3x + bi 
1. Sefx) = 7x — Shi! calcule: 
җа) lim f(x). a(b) lim f(x). 
x49 00 xX- 
2. ЅеДх) = Eu calcule: 
цэ (x + 2)? 
«a) lim f(x). «(Бу lim Дх). 
x> -2 X— +e 
Nos exercícios 3 a 40 calcule os limites. 
| 1 1,4) 
3 lim (3⁄2 + 4X - D. 24 lim |2-—+— |. 2 " 
ХЭ +9 x— +e £ e ci суму. 
d astu 
215 Вон 
8 im Cd: 06. lim £l. 
Peste ded M y cup 1 
Яс fig deu „в. dim 23832, 
pote 22 + 5: — 3 зеза up wb 
| > e 2 
X sé E 
„Чиң UE d UNA D ME 


: 7 гат *10. 1 
Х-Э-со 2 - х? --Х p 4-9 зэс 7 43 
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11. lim х2 + 3x + 1 : » 12. lim xVx + 3x — 10 3 
X — + % x x — + % à 
di q 1 Cao i. cosa) 
ice t — 4 x— +=. 3? — 5 ѕепх + 1 
15. lim vvv - 1 2 16. lim NX + x £1 : 
poa Sl a obl 
17. dm "4l. 18. lim (V «1 - VZ - 1). 
xo-o X + 1 х» +c 
19. lim дух - 1 - x). 20. lim (V3 + 2х + 1 — v2x). 
х» + x — + % | 
21. lim 10 – 3x + 4 E 22. lim m — 2x+1 2 
4yo 3⁄2 - 1 A | 
23. lim ud. D WEE Ss 
' x— X + —x+1 s>+0V$2 + 7 
25. lim NET. 26. lim (V16 4158 — 2x + 1 - 2x). 
хә —o x + 3 X> + 00 
3 META 
27. lim e x 28. lim v2“ -7 . 
$— + 00 25 + 1 Xx — + 0 x + 3 
yoo VS + 4у? y>-0 VS + 4y* 
-31. бэст a 32. Eo тыз 
33. lim 34. lim —* 
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3. lim, 2+£. 36. dim 2+£ 
»26 у — 36 y>6 y -36 

BL. EE a. aC. deno 2 
PE RR d X4 ta e Ope 
| 1 | 1 

39. lim ру ДЭ lim, 3] 


3.14 LIMITES FUNDAMENTAIS 


Daremos a seguir três proposições que caracterizam os chamados limites 
fundamentais. Estaremos tratando de casos particulares de indeterminações do tipo 0/0, 


1° e ol, 


sen x 


3.14.1 Proposição. O lim é igual a 1. 


x>0 


Prova. Consideremos a circunferéncia de raio-1 (Figura 3.10). 


Figura 3-10 


Seja x a medida em radianos do arco ÁOM. Limitamos a variação de x ao 
intervalo (0, 7/2). 
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Observarido a Figura 3.10, escrevemos as desigualdades equivalentes: 


área A MOA « área setor MOA « área A AOT 


OA. ММ < ОА. AM < OA - AT 
2 2 2 

MM < AM < AT. 

sen x < x < tg x. 


Dividindo a última desigualdade por sen x, já que sen x > O para 


x € (0, >), temos 


x 1 
1 < 
sen x COS X 
sen x 
1 > > cos x. (1) 
х 


Por outro lado, sen x/x e cos x são funções pares. Então, 


sen(-x) _ senx 
ED х 


e cos(—) = cos x. 

Portanto, a desigualdade (1) vale para qualquer x, x # 0. 

Como lim cosx=1 e lim 1 - 1, pela proposição 3.5.3, segue que 
x0 x90 


sen x 


lim 
x— 0 x 


= 1. 
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3.14.2 Exemplos 


(0 lim 222, 


x50 
Por 3.14.1, podemos calcular limites do tipo 


sen 
tim “LL, 


u0 u 
onde u é uma fungáo em x. 


Neste exemplo, z = 2x e и — 0 quando x — 0. Portanto, 


lim sen 2x UN ѕепи _ 2 lim senu _ 2.1=2. 
x>0 x u0 u/2 u0 u 
ОНЫ sen3x 


x>0 860 4х 


Neste caso, faremos inicialmente alguns artifícios de cálculo como segue: 


sen 3x 
— — . 3x 
sen 3x : 3x 
m ——— - lim 
x50 Sen4x x20 Sen4x ` de 
4x 
tim sen 3x 
E 3 x0 3x 
4 lim sen 4x 
x0 Ax 
_ 3 1 
B 4 1 


[o 
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3.14.3 
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(iii) lim 
x0 


tgx. 
x 


Temos neste caso, 


sen x 
tg x COS x 
lim 183 = lim —— 
х-э0 Х x>0 x 
, sen x 1 
= lim 
хэр X COS x 
: ѕеп х : 1 
= lim lim 
x90 x x>0 COS X 
= 1.1 
= 1. 


Proposição. lim (1 + 1/x) = e, onde e é o número irracional neperiano 
x— to 


cujo valor aproximado é 2,718281828459.... 


Prova. A prova desta proposição envolve noções de séries, por este motivo será aqui 


' omitida. 


3.14.4 Exemplos 


(i) Provarque іт (1 + х) = e. 
x0 


Em primeiro lugar provaremos que lim (1 + х) = e. 
x30 
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De fato, fazendo x = 1/t temos que t > + œ quando x > 0*. Logo, 


lim (1 + x)^"^ = lim (1 + 1/0) = e. 


x0 t— + 


Da mesma forma, prova-se que lim (1 + х)! = e. 
x20 


Portanto, lim (14 x) = e. 
x0 


(ii) Determinar lim In(1 + 9/4. 
150 


Usando a proposição 3.5.2(g), temos 


li 1 + 0/4 
lim (1+9 = BL dl 


t>0 


= In e 


| 
B 
Q 


3.14.5 Proposição. lim 


x50 


а»0, az 1). 


Prova. Fazendo t= ах — 1, temos 


а*=ї+ 1. 


Aplicando os logaritmos neperianos na igualdade (1), vem 


Ina In (t 4- 1) 


xha n+) 
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(1) 
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In(t + 1). 
Ina 


Quando x > 0, x + 0 temos que t > 0, t + 0 e então podemos escrever 


t 


lim а-1 - lim In(t+ 1) 
x0 x t0 Ina 
к= 
= ina- lim In(t+ 1) 
150 t 
lim 1 
2 Ina 150 
tim In(t + 1) 
150 t 


Considerando o exemplo 3.14.4(ii), concluímos que 


tim ах — 1 
x0 x 


= na. 


3.14.6 Exemplos 


- b 
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T 
3 
< 
8 


I 
5 
a 
— 
S 


dux 
(x du ees e, 
x1 x - 1 
Neste exemplo, utilizamos artifícios de cálculo para aplicarmos a proposição 
3.14.5. 
-1 -1 -1 zu 
lim e — a = lim (^ — D – (а – 1) 
хэр 20-1 x31 (x + Da - 1) 
Su -1 _ 
fec Es - Ч а - 2 
ын 23 x+1 x91 x91 
— 1 -1 . 
= 1 lim e* 1 tim а* 1 
2 x—1 x-1 x>1 x-1 
Fazemos t = х – 1 е consideramos que, quando x 1, x # 1, temos t 50, 
t z 0. 


-1 1 | A aq — 1 
Ea E l| tim: = lim 
š 3| t50- L^ (0 f 
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3.15 EXERCÍCIOS 


#1. 


•3. 


e 5, 


1. 


13. 
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2 (Ine — Ina) 


20 - ша). 


Nos exercícios 1 a 27, calcule os limites aplicando os limites fundamentais. 


lim sen9x . 
x0 
lim sen 10x 
x30 sen 7x 
lim EM. 
x— 0 x 
АЫ 
lim сн ой 4 


хә-1 (x + 1p 


lim 1 — cosx . 

x0 x 

lim бх — sen2x ` 

150 2х + 3 sen 4х 

I ] — 2 cos х + cos 2х 
lim ` 
x— 0 x 


.2. 


е8. 


10. 


12. 


14. 


x>0 


lim 
n— со 


sen 4x . 
3x 


sen ax 


bz 0. 
sen bx ' 5 


sen? x/2 | 
1 — cosx 1 


(x — 3) - cosec n x. 


cos 2x — cos 3x . 


e 


(1 1/n)'*?. 


Limite e continuidade 129 


15. lim [1+3)- 16. m uS 
X— оо x x3 l+x 


nal 
ji 022527 o 18. lim (14 1⁄tg ху, 
raa Lodel x 
хә = 
2 
19. lim (1 + cos х)1/ 8х, 20. lim ' | 
3x Х-усо х 
х= > 
x+3 
5 
-2 4 — 1 
1]. lim 20024, 22. lim 
x2 x-2 х-э-3 x+3 
х-1 
4 
3 sA 
23. im 2 = 24. š 
x22 *-2 хээр Sen[5 (x - 1)] 
-ах _ pbx 
Mo li ос 26. lim ta, 
x0 x x0 x 
ax bx 


€^" — € 


27. im b . 
х-э0 Senax — sen bx 


- 3.16 CONTINUIDADE 


Quando definimos lim f(x) analisamos o comportamento da função f(x) para 
Е xoa 
valores de x próximos de a, mas diferentes de a. Em muitos exemplos vimos que 
lim f(x) pode existir, mesmo que f não seja definida no ponto a. Se f está definida em. 
xoa 


aelim f(x) existe, pode ocorrer que este limite seja diferente de f(a). 
xoa 
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Quando lim Дх) = fa) diremos, de acordo com a definição abaixo, que f é 
xoa 


contínua em a. 


3.16.1 Definição. Dizemos que uma função f é contínua no ponto a se as seguintes 
condições forem satisfeitas: 


(a) fé definida no ponto a; 


(b) lim fx) existe; 


xoa 


(c) lim fx) = fa). 


xa 


A Figura 3.11, mostra esboços de gráficos de funções que não são contínuas 
em a. 


Цйур--------- 
x 


Figura 3-11 
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3.16.2 EXEMPLOS 


: : ie 
(i) Sejam f) = "4 e 
x -1 
ET , se xzl 
go) =3 * 
1 , se х= 1 


As funções fe g não são contínuas em a = 1. A função f não está definida em 
a = 1. Portanto, não satisfaz a condição (a) da definição 3.16.1. Já para a função g, 
temos g (1) = 1, mas 


12272 шш CE АЕ тет ооа 


x31 x31 x— 1 x51 


Logo, a condição (c) não se verifica no ponto a = 1. 


A Figura 3.12, mostra um esboço do gráfico dessas funções. 


AY 


Y 


Apa. e o e 


X 


Figura 3-12 
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32 2 Е 1 
(ii) Sejam f(x) = E Тэр e 
1 


T- sex # 2 


ga) = 
3 


se x=2. 


As funções fe g não são contínuas no ponto a= 2. A função f não está definida 
neste ponto e a função g, embora esteja definida em а= 2, não cumpre a condição (с) 
da definição 3.16.1 pois lim g(x) + g(2). 


x32 


A Figura 3.13, mostra os gráficos dessas funções. 


Y Y 


wL----------------- 


N = m — = = = = — = — = = = = o 


Figura 3-13 


x 
el , sex #0 
(iii) Seja Rx) = 
0 5 её X >Ü. 


f não é contínua no ponto а = 0. De fato, se x > 0, f(x) = t _ |, Assim, 
x y 


lim Дх) = 1.$ех<0,Дх =-——=-1. 


x>0 
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Logo, lim Дх) = —1. Portanto, não existe lim fx) e dessa forma f não é 
x20 x0 ! 


contínua em a = 0. 


Na Figura 3.14, podemos ver um esboço do gráfico dessa função. 


Ү 


Figura 3-14 


x+3, se x2-1 
(iv) Seja h(x) = 
-x+ 1, se х«-1. 


h é contínua em todos os pontos. 
De fato, seja a e R . Se a > — 1, temos 


lim h(j = lim (х+ 3) =а +3 ha). 


xa x»a 
Se a < — 1, temos 


lim A(x)- lim (x+D=-a+1= ha). 
xoa xa 


Se a = — 1, temos 


lim, h(x) = lim | «+3)=1+3=2=h(-1) e 


x-1 x-1 
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lim AG) = lim (x+D=(D+1=2 


x>o-1 x-1 


Logo, lim k(x) = 2 = № (1). 


xo 
Podemos ver um esboço do gráfico de h(x), na Figura 3.15. 


Y 


1 
1 
1 
t 
I 
H 
1 
1 


Figura 3-15 


° se x£-2 
(v) Seja g(x) = 


, Se x=-2. 


Então, a função g não é contínua em x = — 2, pois 


1 


lim g(x) = lim =—e e lim gx) = lim ---д = +œ 
> xa-2 X+2 | х-э-27 > x+2 
Neste caso, embora a função g seja definida em a = —2, lim g(x) não 
x>-2 


existe. 


Podemos ver um esbogo do gráfico de g (x) na Figura 3.16. 
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= 


' 
1 
1 
1 
1 
' 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
' 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


Figura 3-16 


PROPRIEDADES DAS FUNÇÕES CONTÍNUAS 


3.16.3 Proposição. Se as funções fe g são contínuas em um ponto a, então: 


(1) {+8 é contínua em 4; 
(ii) f— g é contínua em aí 


(iii) f- g é contínua em az 


(iv) Ре é contínua em a, desde que g(a) * 0. 


Prova. Vamos provar o item (iv). Os demais ficam como exercício. 


Suponhamos que g(a) + 0. Então f /g é definida no ponto a. 


Como f e g são contínuas no ponto a, temos 


hm f(x = fa) е lim g(x) = gía). 


xoa xa 


Assim, pela proposição 3.5.2, temos 


lim Дух) 
iim fo») E xoa = Ка) 
х-эа 80) lim g@) g(a) 


Logo, f /g é contínua no ponto а. 


= (f/g)(a). 
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3.16.4 Proposição. 


() Uma função polinomial é contínua para todo número real. 


(ii) Uma função racional é contínua em todos os pontos de seu domínio. 


A 


(iii) As funções f(x) = sen x e f(x) = cos x são contínuas para todo número 
real x. 


(iv) A função exponencial f(x) = e* é contínua para todo número real x.. 


A prova dessa proposigáo segue diretamente das propriedades de limites. 


3.16.5 Proposição. Sejam fe g funções tais que lim Дх) = Б eg é contínua 
xa : 
em b. 


Então lim (g q Dt) = g(b)) ou seja, 


xoa 


lim g[/@)] = g[ lim fog]. 


xoa xoa 


Prova. Queremos mostrar que іт (g ¿ f(x) = g(b), isto é, dado > 0, 3 à > 0, 
xoa 


tal que 


l(g 9.00) – glb)l< = sempre que 0 < lx — al < б. 


Como g é contínua em b, por definição, lim g(y) = g(b). Portanto, dado 
yob à 


£20,428, > 0, talque lg(y) — g(b)l< = sempre que 0 < ly — bl < ò. 


Como para y = b, temos Ig(y) — g(b)l= 0 < e, podemos escrever 


lg(y) – g(b)) < е, sempre que ly -b«à,. (1) 
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Como lim Дх) = Б e б, > 0, pela definição de limite, 3 ó > 0, tal que 


xa 


If (x) — bl < б, sempre que 0 < lx — al < ё. 


Portanto, se 0 < [x — al < 6, y = f (x) satisfaz (1) e dessa forma 


! gÚ @)] – gb) < e. 


3.16.6 Proposição. Se f é contínua em a e.g é contínua em Да), então a função 


Prova. Como f é contínua no ponto a, temos lim fx) = fa). 
xa 


Como g é contínua em Ќа), podemos aplicar a proposição 3.16.5. Temos, então 


lim (go) = gl ша fw] 


xa xa 


8 10 (a)] 


(g 07) (a). 


Logo, g ¿f é contínua em a. 


3.16.7 Proposição. Seja y = f(x) uma função definida e contínua num intervalo I. 


Seja J = Im(f). Se f admite uma função inversa g 2f então 8.6 


Observamos que, com o auxílio desta proposição, podemos analisar a conti- 
nuidade das diversas funções inversas definidas no Capítulo 2. Por exemplo, a função 


g R*>R 9 — D AMA 
х- In x 


é contínua, já que ela é a inversa da função exponencial f (x) = e*. 
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3.16.8 Definição. Seja f definida num intervalo fechado [a, Б]. 


() Se lim fx) = fa), dizemos que f é contínua à.direita no ponto a. 
xa 


(ii) Se lim fx) = ДЬ), dizemos que f é contínua à esquerda no ponto b. 
ХЭБ 


(iii) Se f é contínua em todo ponto do intervalo aberto (а, Б), f é contínua à 
direita em a e contínua à esquerda em b, dizemos que f é contínua no 
intervalo fechado |a, b]. 


3.16.9 Teorema do Valor Intermediário. Se f é contínua no intervalo fechado 
la, b] e L é um número tal que Ќа) < L < f(b) ouf (b) < L < Да), então existe 
pelo menos um x € [a, b] tal que f(x) = L (Ver Figura 3.17). 


DieE--- 
х - ~ 
D|---- 
x 


м 


Figura 3-17 


Esse teorema nos mostra рог que as funções contínuas ет um intervalo 
muitas vezes são consideradas como funções cujo gráfico pode ser traçado sem levan- 
tar o lápis do papel, isto é, não há interrupções no gráfico. Não apresentamos sua 
demonstração aqui. 


Conseqüéncia. Se f é contínua em [a, b] e se f(a) e f(b) tem sinais opostos, 
então existe pelo menos um número c entre a e b tal que f (c) = O (Ver Figura 
3.18). | 
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Figura 3-18 


3.17 EXERCÍCIOS 


1.  Investigue a continuidade nos pontos indicados: 


(b fo) = x — k] em х= 0. 


х – 8 
' x£2 
(0 fg = 4-4 Sms? 
| 3 = cux 
(d) Дх II em x — 2. 


3 sen 1/x, x*0 
(е) Дх) = em x = 0. 
0 , X = 0 I 
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40 fe) =41 — ll, х» emx=1. 
1 y x=1 
x > , x*2 
(y = 17 emx=2. 
0 š x=2 
x , x2-1 
(h) fa) = emx- – 1. 
1-1!, x«-1 
х2 -3x + 7 = 2 
‚(рй x = —— UP em x = * 
A ? +1 
“(0 fo = 2 , emx--3. 
32 ex -x-3 
Determine, se existirem, os valores de x e D(f), nos quais a função f(x) não é contínua. 


х2 Ф 1 
a) f= -! ud 
0 3 x=-l 
| l+cosx 
(b) йы тра 
х-к] 
(O Л) = EE 
Ne + 5+6, x«-3 e х»-2 
(d) Дх) = 


=f , -3<x<-2 
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(e) Дх) = 
+41 , x20 
" 2 
Ф fo) Z 
х2 — Зх + 4 
1 , Ф 1 
6) Дх) = t 
1 > x=1 
x 
(h) fx) = соз — < 


Faça o gráfico e analise a continuidade das seguintes funções: 


0, x<0 1 -4 
a fa) = b f9-4 ^+? 

x, x50 

1 

x 

per 3 х #0 | ш(х+1), 
c) Дх) = d fo = 

-1 , x=0 а 

ж +302 -х-3 

9 = 22 + 4х + 3 


Calcule р de modo que as funções abaixo sejam contínuas. 


2 +рх+2, xz3 х + 2р, 


(a) fa) = (b) Ж = 
3 22-03 р? 


x < -1 


x»-1 
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ex , х #0 


(с) Дх) = 


Determine, se existirem, os pontos onde as seguintes funções não são contínuas. 


X 
(4) Дх) = G 36-7 (b Дх = (3 - 5)(6 — х) 
NS че | PAM 
(QUE ее (а) AUT a чо 


Prove que se f(x) e g(x) são contínuas em x, = 3, também o sãof+g e f-g. 
Defina funções f, g e h que satisfaçam: 


(a) f não é contínua em 2 pontos de seu domínio; 

(b) g é contínua em todos os pontos de seu domínio mas não é contínua єй R; 
(c) hof é contínua em todos os pontos do domínio de f; 

Faça o gráfico das funções f, g, he hof. 


Dê exemplo de duas funções f e g que não são contínuas no ponto a= 0 e tais que h =f. g é 
contínua neste ponto. Faca o gráfico das fungóes f, g e h. 


Sejam f, g e h funções tais que, para todo x, f (x) < g (x) € h(x). Se fe h são contínuas no ponto 
x-aef(a)- g(a) = а), prove que g é contínua no ponto а. 


x) — f(a) 


Sejama e R ef: R  R uma função definida no ponto a. Se lim тоон 


=m, prove 
que f é contínua no ponto a. r>a i 


CAPÍTULO 4 


DERIVADA 


Neste capítulo, estudaremos a DERIVADA. Veremos, inicialmente, que ela 
representa a inclinação de uma curva num ponto. Posteriormente, apresentaremos outras 
aplicações práticas, em diversos ramos da Física, Engenharia, Economia etc. 


4.1 A RETA TANGENTE 


Vamos definir a inclinação de uma curva y = = fo) para, em санда, encontrar 
a equação da reta tangente à curva num ponto dado. 


As idéias que usaremos, foram introduzidas no século XVIII, por Newton е 
Leibnitz. | 


Seja y = f(x) uma curva definida no intervalo (a, b), como na Figura 4.1. 
Sejam P(x,, у) e Q(x,, y,) dois pontos distintos da curva y = f(x). 


| Seja s a reta secante que passa pelos pontos P e Q. Considerando o triângulo 
retângulo РМО, na Figura 4.1, temos que a inclinação da reta s (ou coeficiente angular 
de 5) é 


33795 A. 


tg а = 
x, — x, Ax 
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Figura 4-1 


Suponhamos agora que, mantendo P fixo, Q se mova sobre a curva em direção 
a Р. Diante disto, a inclinação da reta secante + variará. À medida que Q vai se 
aproximando cada vez mais de P, a inclinação da secante varia cada vez menos, 
tendendo para um valor limite constante (Ver Figura 4.2.). | 


Esse valor limite, é chamado inclinação da reta tangente à curva no ponto Р, 
ou também inclinação da curva em P. 


Figura 4-2 


4.1.1 Definição. Dada uma curva y = f(x), seja P(x,, y,) um ponto sobre ela. A 
inclinação da reta tangente à curva no ponto P é dada por 
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Ay _ tim JG) - Ах) 


m(x) = lim = (1) 
: 0-Р Ах x, X X, — X, 
quando o limite existe. 
Fazendo x, = x, + Ax podemos reescrever o limite (1) na forma 
JG, + Ax) — fo) | 
= lim ———— — —— —- + 
тб) = lim e Q) 


y 


- 


Conhecendo a inclinação da reta tangente à curva no ponto P podemos encon- 
trar a equacáo da reta tangente à curva em P. | 


4.1.2 Equação da Reta Tangente. 'Se a função f (х) é contínua em x,, então a reta 
tangente à curva y = f(x) em P(x,, f(x,)) €: 


( А reta que passa por P tendo inclinação 


fx, + Ax) — fo) 


m(x)- lim , ве este limite existe. Neste caso temos a 
5 Ах-» 0 Ax 
equação 
у-Дху) = т(х-х,). (3) 
nar fo, + Ах) — fa) 
(ii) Aretax=x, se lim : l^ for infinito. 


Ar 50 Ax 
4.1.3 Exemplos 


() Encontre a inclinação da reta tangente à curva y = x? — 2x + 1 no ponto 
(x p p 


Se Пост 


fon) =x — xj +1 e 
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fo + Ах) (x, + Ax 2(х + Ах) + 1 


xj? + 2x,Ax + (Ax)? - 2x, — 2Ax + 1. 
Usando (2), vem 


Дх + Ах) - f(x) 


= li 
me nr Ax 
х2 + 2x,Ax + (A) - 2x, —Ax + 1 — (х2 - 2x, + 1) 
= lim = 
Ах-›0 : 
2x,Ax + (Ax? — 2Ax 
E Ax > 0 Ax 
Я Ax(2x, + Ах — 2) 
= im 
Ах 0 Ax 
= 2х,-2. 


1 


Portanto, a inclinação da reta tangente à curva y = x? — 2x + 1 no ponto, 
(x), y,) É 


m (ху) = 2x, — 2. 


(ii). Encontre a equação da reta tangente à curva y = 2x? + 3 no ponto cuja 
abscissa é 2. 


O ponto da curva у = 2x? + 3, cuja abscissa é 2, é o ponto P(2, f(2)) = (2, 11). 


Vamos encontrar a inclinação da curva y = 2x? + 3 no ponto P (2, 11). Para 
isso, encontraremos primeiro, a inclinação da curva num ponto (x,, y,). Temos, 
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fa + Ax) — f) 
Ax — 0 Ax 


m(x) 


2(х| + Ay? + 3 - (2х2 + 3) 


Ax 50 Ax 


DA + AA AX? + 3-2 3 


= lim 
Ax э 0 Ax 
i Ax(4x, + 2Ax) 
= im === 
Ax э 0 Ах 
= 4х 


1 


Como m (xj) = 4x, então m (2) = 4 - 2 = 8. 


Usando (3), escrevemos a equação da reta tangente à curva y = 2x? + 3 em 
P(2, 11). 


Temos, 
у-/бу)=т(х-х,) 

y- 11 = 8 (х — 2), ou ainda, 
8х-у—5=0. | 


(iii) Encontre a equação da reta tangente à curva y = vx, que seja paralela 
à reta 8x – 4у + 1 = 0. I 


Antes de desenvolvermos este exemplo, convém lembrar que duas retas são 
paralelas quando os seus coeficientes angulares são iguais. 


Vamos primeiro encontrar a inclinação da reta tangente à curva y = Vx num 
ponto (x,, y,). Temos, 
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fx, + Ax) — fx) 


m(x,) 


Ax 50 Ax 
vx, + Ax — Ух 
= lim 
Ax>0 Ax 


j (vx, + Ax — vx) ( Xx, + Ах + Үх,) 
im 
Ax 0 Ах (Nx, + Ax + Үх,) 


x, + Àx — x, 
lim 
Ах-э0 ИС + Ах + Nx) 


Ax 
li 
1130 Ах (Nx, + + Vx) 


Portanto, m (x,) = 


2Nx, 
Como a reta que queremos deve ser paralela a 8x — 4y + 1 = 0, podemos 
escrever 


= 2, já que o coeficiente angular de 8x - 4y + = 0 é 2. 


m(x) = | 


1 


1 I 
De л = 2, concluímos que x, = 1/16. 
24 зайн ааг 


Portanto, a reta que queremos é a reta tangente à curva y = үх no ponto 
(1/16, f(1/16)), ou seja, (1/16, 1/4). Temos, 
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у-Дх)=т(х-х,) 

y- 1/4 = 2 (x- 1/16) 

16y – 4 = 32x — 2 | 
32х — 1бу + 2 = 0, ои ainda, 
16х – 8у + 1 = 0. 


Graficamente, este exemplo é ilustrado na Figura 4.3. 


эг Эн 5 Las Ses 
4 ў N - 4424 ES ы E (^ 


(iv) Encontre a equação para a reta normal à curva y = x? no ponto P(2, 4). 


Para resolvermos este exemplo, devemos lembrar que a reta normal a uma 
curva num ponto dado, é a reta perpendicular à reta tangente neste ponto. 


Duas retas £ e n são perpendiculares se 

mm,=-1, (4) 
onde т, e m, são as inclinações das retas t е п, respectivamente, num dado ponto Р. 

Vamos então calcular a inclinação da reta tangente à curva no ponto P (2, 4). i 


Usando (2), temos 


оа сс, ж RE n > 
x)= li е 6 : 223018 Шилэн 5 | 
"n Ax —0 Ax » 
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m, (x) = 2x,. 


Quando x, = 2, temos т, (2) = 2 : 2 = 4. 


Usando (4), podemos encontrar a inclinação da reta normal à curva y = x? no 
ponto (2, 4). Temos, 


mm, = ~i 
4m, = -1 
m = — Ш. 


п 
Aplicando os dados à equação da reta, vem 
у-Дх,) = m (xz —x)) 
y-4=-1⁄4 (x — 2) 

ou, | 


4y + x — 18 = 0. 


Portanto, x + 4y — 18 = O é a reta normal à curva y = x? em (2, 4). 


Graficamente, este exemplo é ilustrado na Figura 4.4. 


Figura 4-4 . 


Es a k Т УДО 
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4.2 A DERIVADA DE UMA FUNÇÃO NUM PONTO 


ч. 


A derivada de uma função f (x) no ponto x,, denora por f'(x,), (lê-se f kapa: 
de x, no ponto x,), é definida pelo limite 


} B é em М m 
WES ан A ` TST RAT TEN 


fo, + Ax) — f(x ) A у оа]. 


Ау * quando este limite existe. 


Ро) = lim 
Ах э 0 


Também podemos escrever 


f(x) = lim JU JUD xe cuv ааа dev, é T 


Waco 
| Хүгэх, 2 1 


Como vimos na seção anterior, este limite nos dá a inclinação da reta tangente 
à curva y = f(x) no ponto (x,; f(x,)). Portanto, geometricamente, a derivada da função 
y = f(x) no ponto x,, representa a inclinação da curva neste ponto. 


4.3 A DERIVADA DE UMA FUNÇÃO 


A derivada de uma função у = f(x) é a função denotada por f (х), (lê-se f linha 
de x), tal que, seu valor em qualquer x e D (f) é dado por 


Ро) = tim f * AO fo) 


› se este limite existir. 
Ax>0 Ax 


Dizemos que uma fungáo é derivável quando existe a derivada em todos os 
pontos de seu domínio. 


Outras notações podem ser usadas no lugar de y' =f : (x): 


(G D, f (x) (lê-se derivada de f (x) em relação a x). 
(ii) D y (lê-se derivada de y em relação a x). 


= РС d эт A 2 À ЗАЙ жы 
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(iii) a (lê-se a derivada de y em relação a x). 


4.4 EXEMPLOS 
(0 Dada f (x) = 5х2 + бх — 1, encontre f ' (2). 


Usando a definição 4.2, temos 


lim Д2 + А) A 


Ax=>0 


Р) 


5(2 + Ax? +6Q + Ах) -1-(5: 22«6-2- 1) 


= lim 
Ax>0 Ax 
_ E 20 + 20Ax + 5(Ах2 + 12 + 6Ax - 20 - 12 
Ах- 0 Ах 
. 26Ах + 5(Аху 
2 lim 
Ах-э0 Ах 
. Ax(26 + 5Ах) 
= lim AL 
Ах- 0 Ах 
- lim (26 + 5Ах) 
Ах 50 
= 26. 
х-2 


ч (ii) Dada fx) = , encontre f’ (x). 


x+3 
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Usando a definição 4.3, temos 


Ро) 


lim Дх + Ах) — Дх) 
Ax > 0 


x+Ax-2 x-2 
. x+ Ax+3 x+3 
lim 
Ах-э0 Ax 


(x + Ax - 2x + 3) - (x - D(x + Ax + 3) 


m (x + Ax + Зх + 3) - Ax 
lim xb x +хАх + 3Ax — 6 — x3 — xAx — x + 2Ax + 6 
2-3 (x + Ax 3x + 3) - Ах 


lim i SAx 
ar>o (x + Ax + 3x + 3) - Ax 


5 
XA docu DA) 


e 
(х + 3)?` 


(iii) Dada Дх) = Nx, encontre f’ (4). 


Р (ху) 


Дх) m fo) 
x—x, Х- Х, 
Үх = 
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" . (Nx - 2) (Nx +2) 
EE ENE 


lim аг 
хэ4 (x — Ax + 2) 


17 
= lim 

х-э4 Ух +2 
E 1 
E 4 


(iv) Dada f(x) = x! , encontre f '(x). 


Usando a definigáo 4.3, temos 


. fx + Ax) - Дх) 
1 
NERO Ax 


РО) 


1/3 _ „1/3 
lim (x + Ax) x 


Ax— 0 Ax 


Resolveremos este limite como no exemplo 3, da Seção 3.9, fazendo troca de 
variáveis. | 


Sejam (x + Ах) = Ë e x = а?. Então, 


t-a 
ta 8-а 


Ш 
j 


Ро) 


1 
toa É + at + a 
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1/3 


Como a = x”, vem 
Po = — d 
32/3 


кайны neste exemplo, que f(x) = х!? é contínua em 0, mas 


Ро) = A não é definida em 0. 


4.5 CONTINUIDADE DE FUNÇÕES DERIVÁVEIS 


De acordo com a observação feita no exemplo (iv) da Seção 4.4, concluímos 
que f(x) contínua em x,, não implica na existência xd f ` (x). A recíproca porém é 
verdadeira, como mostra o seguinte teorema. = 


4.5.1 Teorema. Toda função derivável num ponto x, é contínua nesse ponto. 


Prova. Seja f(x) uma função derivável em x,. Vamos provar que f(x) é contínua em x,. 
Em outras palavras, vamos provar que as condições da definição 3.16.1 são válidas. 
Isto é: 


(0 fx) existe; 


(ii) lim fx) existe; 
хэ х 


Gi) lim Дх) = Дх). 


Por hipótese, f (x) é derivável em x,. Logo, f ' (x,) existe e, pela fórmula 


Дх) — fo) — Fey 


Xx — x; 


Pa) = lim 


хә х 


concluímos que f(x,) deve existir para que o limite tenha significado. 
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Além disso, temos 


foe -fG) 
lim Fœ) -fe lim |(x — x) ` cdd 


х-эх, xx Xx — Ху 


lim (x-x)- li 


xx x x — x, 


0-f' (x). 


Portanto, lim [fx) — f(x] = 0. 


х х; 


Temos então, 


lim fa) im (ft) — fe) + fl. 


хә Ху xXx 


lim [Дх) - fœ) + lim fe) 


-0+ fx) 


= fo). 


Valem então as condições (1), (ii) e (iii) e conclui-se que f (x) é contínua em ху. 


4.6 EXERCÍCIOS 


1. Determinar a equação da reta tangente às seguintes curvas, nos pontos indicados. Esboçar o 
gráfico em cada caso. 
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a) Дх) =?—1 ;x=l,x=0,x=a,aeR. 


b) Дх) =х2-3х+6;х=-1,х=2. 


с) А) =х(3х-5);х = 5, х =а,ає К. 
а дд = 1; х=1, хез pude ade 
HO D рач» M cote 
e) fü) = —— , ae R-(-2,4) i х=-2,х=4. » А " 
E (o we) POUR 
p fo) = 2x ; x20, x23, х=а, а>0. ^. s ЖОО. a гараа" 


ки 


Em cada um dos itens do. exercício (1), determinar a equação da reta normal à curva, nos 
pontos indicados. Esboçar o gráfico, em cada caso. 


Determinar a equação da reta tangente à curva y = 1 X que seja paralela à reta y = 1 — x. 
Encontrar as equações das retas tangente e normal à curva y = x? — 2x + 1 no ponto (-2, 9). 
Encontrar a equação da reta tangente à curva y = 3-1, que seja perpendicular à reta y = — x. 
Dadas as funções f (x) = 5 — 2x e g (х) = 3х2 — 1, determinar: 

a f')+g (Do. 12-24: New P 2f' -g 2 

o SOLO ЯГ МАСАЛГ 


o д2) - 5622. 


8'(5/2) . 2 + - U 


Байг 


Usando a definição, determinar a derivada das seguintes funções: 


a) ћ)=1-42 b) Ду=22-х-1 с) fo) => 
dy ds É fe) ТА Дд = Nx43. 


1 
х+З e): ер 
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8. Dadas as funções fx) = e g (х) = 2x? — 3, determinar: 


x-1 
a) fof b) fof с) g0f”. 
d 87077 e) f'+g P qm 
& 17-87 
x-1,x20 
9. Dada a função Дх) = a verificar se existe f” (0). Esboçar o gráfico. 
х,х«0 | 
10. Dada a função f(x) = 2x L Б" verificar se existe f ' (3). Esboçar o gráfico. 


11. Dada a função f(x) = 2x? — 3x — 2 , determinar os intervalos em que: 
а) f'(»)»50 b) f'(9«O0. 
4.7 DERIVADAS LATERAIS 


4.7.1 Definição. Se a função y = f (x) está definida em хү, então a derivada à direita 
de f em x,, denotada por f” (x,),é definida por 


ШЕ? + Ах) = f(x) 


fi US - lim 

+ ! Ах э 0* Ах 
_ im Дх) - ДХ) : : 
S X Oe 


хх) 1 


caso este limite exista. 
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4.7.2 Definição. Se a função y = f(x) está definida em x,, então a derivada à 
esquerda de f em x,, denotada por f' (x), é definida por 


, — li 
ха, KaT Ax 
_ fo) - fix) 
E xx, x= х М 


caso este limite exista. 


Uma função é derivável em um ponto, quando as derivadas à direita e à 
esquerda nesse ponto existem e são iguais. 
Д 


Quando as derivadas laterais (direita е esquerda) existem е são diferentes em 
um ponto x,, dizemos que este é um ponto anguloso do gráfico da função. 


4.8 EXEMPLOS , 
(D Sejafa função definida por 


3x = 1, sex«2 


Дх) = 


7-х, sex22. 


(a) Mostre qe f é contínua em 2. 


(b) Encontre f? (2) e fº (2). 


Na Figura 4.5 esboçamos o gráfico desta função. 


160 Cálculo A — Funções, Limite, Derivação, Integração 


Figura 4-5 


(a) Esta função é contínua em 2. De fato, existe Д2) = 5; existe o limite 


lim fx) = lim, (7 х) = lim (3x-1) = 5; 


x>2 x>2 хэ? 


e finalmente, 


lim Дю = Д2) = 5. 


x2 


(b) Obtemos f! (2) usando a definição 4.7.1. Temos, 


R2 + Ax) - R2) 


II 
3 


f; 0) 


[&®- @ + A] - 5 


II 
- 
: 


H 
8 


Derivada 161 


T 
"Y 
5 

ак 
— 

Nur 


Usando a definição 4.7.2, obtemos f” (2). Temos, 


Р 0) = 


Ax 50 Ax 

Е ja Pres 
Ax>0 Ax 

_ бэх бек BAR ES 
Ax>0 Ax 

= шп 3 
Ax50. 

= 3. 

Como 


im Д2 А0) Й) im f + A – ЙО) 


Ax > 0+ Ах Ах э 07 Ах 


, 


concluímos que nào existe o 


: 2 + Ах) - f) 
lim К . 
Ах э 0 Ах 


Portanto, a função f(x) não é derivável em x, = 2. 
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Dizemos que x, = 2 é um ponto anguloso do gráfico de f(x). 


(ii) Seja a função f(x) = (x — 2) |x |. Encontre f? (0) еў’ (0). 


Podemos reescrever a f(x) como: 


(x-2)-x=x*-2x  ,sex20 
Дх) = 
x-2)-.(x)-2-àà-42x , se x < 0. 


A Figura 4.6 mostra o gráfico de f (x). 


Figura 4-6 


Usando 4.7.1 е 4.7.2, respectivamente, obtemos f? (0) e f? (0). 


T 


Temos, 


+ 


f; (0) 


KO + Ax? - 2(0 + A] - 0 
Ах-» 0" Ах 
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f? D = 


Concluímos, então, que não existe f’ (0) porque f; (0) +f? (0). 


PE (Ах)? — 2Ax 
Ax— 07 
. AxAx — 2) 
lim 
Ax — 0* Ax 


hm (Ax — 2) 
Ax  0* 


—2. 


(O + Ay + 2(0 + A9] -0 


lim 

AX=>0 Ax 
2 

lim (Ах) + 2Ax 
Ax=>0 Ax 

п ARCA + 2) 
AX>0 Ах 

lim (-Ах +2) 
Ах-» 07 

2. 
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Ainda podemos concluir que o gráfico da função f tem duas tangentes no 
ponto x = 0. A Figura 4.6 mostra estas tangentes, dadas por 


y — 0 = (-2) (x – 0), ou seja, y = —2x 


y — 0 = 2(x - 0), ou seja, y = 2x. 


4.9 EXERCÍCIOS 


Nos exercícios 1 a 5 calcular as derivadas laterais nos pontos onde a função não é derivável. Esboçar 


o gráfico. 


X , sex«l 
1. Дә = 26 — 31 2. fü) = 
2x - 1, 8х21 
1-3, ki»1 
3. Д) = Dx + 41+ 3 4 Д) = 
0 ‚ kis1 
5. fo) = 4-2 к< 2 
2x—6, х<2 
2-1, sekl<1 | к. 


6. Seja Дх) = 
1-2), se lxl> 1. 


a) Esbogar o gráfico de f. 

b) Verificar se f é contínua nos pontos — 1 e 1. 

c) Calularf'(-1 ), f' C 1*), £' 1 at). 

d) Calcular f’ (x), obter o seu domínio e esboçar o gráfico. 


E WU 
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7. Encontrar as derivadas laterais das seguintes funções, nos pontos indicados. Encontrar os 
intervalos onde f’ (x) > 0 e f' (x) < 0. 


4.10 REGRAS DE DERIVACAO 


Nesta seção, deduziremos várias regras, chamadas regras de derivação, que 
permitem determinar as derivadas das funções sem o uso da definição. 


4.10.1 Proposição (Derivada de uma Constante). Se c é uma constante e 
f(x) = c para todo x, então f’? (x) = 0. 
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Prova. Seja f(x) = c. Então, 


II 
E 
+ 
Ё 

| 
© 


Ро) 


II 
Em 
H 
° 


4.10.2 Proposição (Regra da Potência). Se n é um número inteiro positivo e 
Дх) = х", então f'(x) 2 n- x^ - 1, 


Prova. Seja f(x) = x". Então, 


im f@ + -fo 


f O) = 
Ax— 0 Ax 
А (х + Ах)" — х" 
= lim : 
Ах э 0 Ах 


170) = 
[х + пх Ах + -D х7-2 Ах? +... nx(Axy! H+ (Ax ] - x^ 
- lim : 
Ах э 0 Ах 
Ax[nx^ - | + пр х? Ax +...  nx(Axy ? + (Ay 
pod lim ы à. 


Ax 0 Ax 
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= lim [их + па) х7-2 Ах +... + nx(Ax) ^? + (Axy-!] 
Ах э 0 5 
- nexo 


4.10.3 Exemplos 


Q) Se fx) = x° então f’ (x) = 5x. 
(й) Se g(x) = x então g’ (x) = 1. 
(iii) Se h(x) = x” então h' (x) = 10xº. 
4.10.4 Proposição (Derivada do Produto de uma Constante por uma 


Função). Sejam fuma função, c uma constante e g a função definida por 
g(x) = c f (х). Se f' (x) existe, então g” (x) = c f" (x). 


Prova. Por hipótese, existe 


го) = lim 44040. 


Ax— 0 


Temos, 


g ' (х) lim gx + =n E g) 


= lim go + a9 с) 


Ë ~ + Ax) - 8 
= im c - 
Ах э 0 Ах 
. J + Ax) - Дх) 
= li 
pc Ax 


I 


cf' (x). 
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4.10.5 Exemplos 


(i) Sef(x) = 8х2 então f (х) = 8(2x) = 16x. 
(ii) Se g(z) = —22! então g (z) = —2(7z5) = —14%. 


| 

| 

4.10.6 Proposição (Derivada de uma Soma). Sejam f e g duas funções e h a | 
função definida por A(x) = f (x) + g(x). Se f? (х) e g' (x) existem, então 


h x) = f (х) + р (х). 


Prova. Por hipótese, existem š 
Da poa ий fx + Ах) — Дх) РС gx + Ax) – а(х) 
ол эгж 
Temos, 
А : h(x + Ax) — h(x) 
h = 1 
ке ын 
" lim X + Ax) + g(x + Ad] — Ax) + g(x)] 
Ax 30 Ax ? 
Dm >+ A9 = fe + [gx + Ax) – 260) | 
Ax 50 Ах | 
_ ‚ Дх + Ах) — fo) . &x + Ах) – g(x) 
ШР m c 0 1 


- Р G) + g ' (х). 
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A proposição 4.10.6 se aplica para um número finito de funções, isto é, a 
derivada da soma de um número finito de funções é igual à soma de suas derivadas, se 
estas existirem. 


410.7 Exemplos 


(0 Seja f (х) = Зх + 8x + 5. Então, 


/' О) = 3-(45)-8-1-0 
12x? + 8. 


II 


(ii) Seja g(y) = 9y? — 4y? + 2y + 7. Então, 


go) 9-(5у)-4-(2у)-2-1-0 


45у!-8у-2. 


4.10.8 Proposição (Derivada de um Produto). Sejam fe g funções e h a fun- 
ção definida por h(x) = f(x) · g(x). Se f? (x) e g’ (x) existem, então 


h'(x) = fo) : g' CO + f ' @) : 200. 


Prova. Por hipótese, existem 


to im 26535 — Д) ху tim 80+ 40) – 800) 
ә К E 


Também podemos concluir, pelo teorema 4.5.1, que f é contínua e assim 


lim fx + Ах) = Дх). Temos, 
Ax 50 


В . А (х + Ax) — h(x) 
h = 1 
ыг 20 Ах 


m tim fe + AD gx + Ах) — fe) 800. 
Ax 0 Ax 
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Adicionando e subtraindo ao numerador a expressão f(x + A x) - g(x), vem 


h'G) = dim ГА 8 + Ак) -fat АХ 0) + Да + Ax) 600 — fo) g@) 


Ах 20 Ах 


= tm СЖ AO [go + Ax) - 809] + ОО + Ax) - Дх) 
Ax 


Ax 20 


= lim казаны 
Ax— 0 ' 


+ lim E mM 


Ax 0 Ax 


g x + Ax) - g Q) 
Ax ` 


= lim f(x + Ax) - lim 
Ax 50 Ax 0 


p dim еа 5005290 iO 
Ax 0 Ах 50 Ax 


= JO): g wte (0): Fw. 


4.10.9 Exemplos 


(0 Seja f (x) = (2х5 — 1) (xf + х2). Então, 
РО) = Q3 — 1) (4 + 2x) + (^ + x2) (6x5). 


(ii) Seja ft) = 2 (2 + 5) (É + 4t) . Então, 


f'( = 2 [02 + 5)(65 + 4) + (É + 40)(20)]. 
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4.10.10 Proposição (Derivada de um Quociente). Sejam f e g funções e ha 
função definida por h(x) = f(x)/g(x), onde g(x) + 0. Se Г (x) e g? (x) existem, 
então 


80) -170) – Д) g 
| а(х)? 


h'(x) = 


Prova. Por hipótese, existem 


ху = lim £9 + Ax) — 80) 
a Ax 50 Ax 


. JG + Ax) – Rx) 
nm Ax 


Рб) = 


Ах э 0 


Temos também, pelo teorema 4.5.1, que g é contínua е assim 


lim g(x + Ax) = g(x). Temos, 
Ах э 0 


h(x + Ax) – h(x) 


h'(x) = lim 
Ах 50 
fe + Ах) f(x) 
= im £C + AU 809 
se Ax 
= lim 1 f + Ax) gx) - fo) g(x + Ax) 
Ах-эр АХ gx + Ax) g(x) Í 


Subtraindo e adicionando f(x) - g(x) ao numerador, obtemos 


- gm 1 [f + A980) - Лх) g(2) + Дх) 50) – fa)g@ + = 
Ах g(x + Ах) g(x) 
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era l | 
fa + А) fe). P S IT g(x + re g (х) 


Ах 0 g (x + Ax) - g (x) 


lim f + Ax) -f (X) - lim g (x) — Hm ТОО: lim g (x + Ax) – g(x) 
Ax Ax > 0 Ax— 0 Ах 50 Ax 


lm g(x+Ax) - lim g(x) 
Ах-э0 Ax—0 


_ Го) яо) - foe) - 20) 
84) - (х) 


(х) ` 800 - Дх) - g 0). 
[е(х)]2 


Exemplos 
; DM ` 
(D Encontrar f’ (x) sendo f(x) = a 
Temos, 
aa . жин: - 4 — мына 
fu (х2 – 5x + 3)(2 - 4 — 0) — (2х* — 3)(2х — 5) 


Q — Sx + 3)? 


(Q2 — 5x + 318) — (2! — 3Qx — 5). 
(х2 — 5х + 3)? 


(ii) Se g(x) = 2, encontrar g” (x). 


Derivada 173 


Temos, 


g'Q) i 


х 


4.10.12 Proposição. Se f(x) = x” onde n é um inteiro positivo e х + 0, 
então f’ (x) »—n-x"- 1, 


1 
Prova. Podemos escrever f(x) = — · 


x 


Aplicando a proposição 4.10.10, vem 


170) = 


I 
| 
E 
| 
ч, 
№ 
з 


4.11 EXERCÍCIOS 


Nos exercícios de 1 a 22, encontrar a derivada das funções dadas. 


1. AnN=1n? preme 2. р) = За + бх 10 


x? 


3, asd | 508) t0 WV 4, f = 14 — 


N|- 
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5. fO) = (x+ 1) (3x2 4 6) 6. Лх) = (Zx - 1) (z + 4) 
7. Їх)-0357-1)(2-х9) | 8. Д) = 2 (5х — 3)-(5х + 3) 
9. Д) = (х- D (+1) 10. Д) = (582-1) (381) (55 + 25) . 
1l. Дх) = (aQ +Ьх+ c) 12. fü) = (42 - a) (a - 2u) 
2x44 «del 
13. Л) = ——| M. 19-13) 
32 + 5t – 1 2228 
15. ft = Pa 16. WE 
= 4—x = 5x + 7 
17. Дх) = 222 18. Дх) = 2x 22 
| _х+1 20-а)? 
ÁS, М) = E GP + б) 20. 19 = 48 
3 85 1 2 
21. fo) = 4+ 5 22. fo) =," + 5: 


23. Seja р(х) = (x a) (x — b), ae b constantes. Mostrar que se a + b então p (а) = p (b)= 0, 
mas р’ (a) + Оер’ (b) #0. 


24. Dadas as funções f(x) = x! + Ахе g(x) = Bx, determinar A e В de tal forma que 
PO + g'@) = 1 + 2х 


Дх) — g@) = <, 


25. Dada a função Дт) = 3 — 4t + 1, encontrar O) — tf ' (0). 


‚26. Encontrar a equação da reta tangente à curva y = 


+ 2 
no ponto de abscissa x = —1. 
- Зх — 4 P 


27; Encontrar a equação da reta normal à curva у = (з? — 4x)? по ponto de abscissa x = 2. 
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/ 2 x ac : ` 
(23. Encontrar as equações das retas tangentes à curva y = x3 que sejam paralelas à reta 
y =X. 


3 : 
хэ 2 x? + 2x tem tangente horizontal? 


29. Em que pontos o gráfico da função y = n 


30. Seja y = ax? + bx . Encontrar os valores de a е b sabendo que a tangente à curva no ponto 
we (1, 5) tem inclinação m = 8. 


4.12 DERIVADA DE FUNCAO COMPOSTA 


Consideremos duas funções deriváveis f e g onde у = g(u) e u = f(x). 


Para todo x tal que f(x) está no domínio de g, podemos escrever y = g(u) = 
g ГЭЭ), isto é, podemos considerar a função composta (g ; f) (x). 


Por exemplo, uma função tal como y = (x? + 5x + 2)! pode ser vista como a 
composta das funções y = u! = g(u) e u = x? + 5x + 2 = f(x). 


A seguir apresentamos a regra da cadeia, que nos dá a derivada da função 
composta g , f em termos das derivadas de fe g. 


4.12.1 Proposição (Regra da Cadeia). Se y = g(u), u = f(x) e as derivadas dy/du 
e duldx existem, então a função composta у = g [f(x)] tem derivada que é dada 


por 
dy _ dy du DALI #? 
dx ын аи dx ou у (x) =8 (u) f (x) * 


Prova Parcial. Vamos fazer a demonstração supondo que existe um intervalo aberto I 
contendo x, tal que 


Au = [f (x + Ax) —f(ix)] € O sempre que (x + Ax) e I e Ах#0. (1) 


Isso se verifica para um grande número de funções, porém não para todas. Por 
exemplo, se f for uma função constante a condição acima não é satisfeita. Porém neste 
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caso, podemos provar a fórmula facilmente. De fato, se f (x) = c então f ' (x) = 0e 
у= g [f @)] = g(c) é constante. Assim, у’ (х) = 0 = g' (и) - f? (x). 


Então provemos que y” (x) = g’ (u) : f’ (x) quando f(x) satisfaz a condição (1). 


Como y - g [f (x)], temos 


se este limite existir. 
Ax>0 Ах 


Vamos considerar primeiro o quociente 


g fe + A] ¿1001 
Ax 


Seja Ди = f(x + Ax) - f(x). Então Au depende de Axe Au > 0 quando 
Ax > 0. Temos, 


gl + А)]-& О] _ 8400-44-80) 
Ах Ах 


g (u + Au) — ON 
Ax 


Pela condição (1), Au + 0 em um ТРЕЕ aberto contendo x. Assim, podemos 
` dividir e multiplicar o quociente acima por Au. Temos então, 


glfx + Ax – #1001 _ g(u + Au) – g(u) Ли 
Ax Ax Au 


glu + Au) — g(u) Au 
Au Ax 


g(u+Au)-g(u) /(х+Ах)—Дх)_ 
Au Ax 


ааа ЭЛЭЭЖ" 
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Aplicando o limite, temos 


tm 810+ AD] - 810 


5 id ü Ax 50 Ax 
гы li g(u + Au) — g(u) . lm fx + Ax) — ДХ) 
120 Au Ax —›0 Ах 
= g (и) - $60. 
412.2 Exemplos 


(i) Dada a função y = (х2 + 3X + 2)”, determinar dy/dx. 


Vimos anteriormente que podemos escrever у = g(u) = u’, onde u = x? + 5x + 2. 
Assim, pela regra da Cadeia, 


dy _ dy du 
dx с du dx 
= 7и8.0х+5) i 


= 702 + 5x + 2066 - Qx + 5). 


5 
РЕ T _ [3x + 2 Я 
(ii) Dada a função у = E Е | , encontrar y'. 
5 Зх + 2 i . 
Podemos escrever y = и”, onde и = Эх +1 ` Aplicando a regra da cadeia, 


temos 
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dy 2 dy du 
dx T du dx 
_ sut. + D - 3 — (x + 2) - 2 


(2x + 1)? 


4.(3 421 6x+3-6x-4 
2x + 1 (2x + 1y 


20 [а +2 3 
2x + 1 (2х + 1)?” 
(iii) Dada a função у = (3x? + 1)? - (х — х2)2, determinar dy/dx. 
Neste caso temos o produto de duas funções 
Дх) = (3х2 + 1) e g@)= G@-x2). 


Assim, pela proposição 4.10.8, 
уб) = fü) в 0) 477 @) - 09. 


Encontrando f ' (x) е g’ (x) pela regra da cadeia, temos 


f' (х) = 3(322 -1Y-6xe g’ (2) = 2(x — х2) · (1 - 2x). 


Logo, 
у(х) = (32+ 1): 2(x—x2) (1- 2х) + 3(322 + 1)?- 6х: (x — х7)? 
2(3х? + 1Y (x — х2) (1 — 2x) + 18x (322 + 1)2 (x х2)2. 


II 
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4.12.3 Proposição. Se u = g(x) é uma função derivável e n é um número inteiro não 


nulo, então 


E BOr = n > BO + g "09, 


Prova. Fazendo y = u”, onde u = g(x) e aplicando a regra da cadeia, temos 


ysn. 


n-i > 


wiu’ ou 56. BOP = gO g’. 


A regra da potência pode ser generalizada como segue: 


Se u = g(x) é uma função derivável e r é um número racional não nulo 


qualquer, então 


45 80017 = ro - g 10, 


ou ainda, 


и) = г-и". u’. 
(и) 


4.12.4 Exemplos 


(i) Dada a função Дх) = 5Nx? + 3 , determinar f’ (x). 


Podemos escrever 


Кх) = 5042 + 3)12, . 


Assim, 


F œ 


5 4 (22 + Зу 17. 2х 


5х 


vu + 3 
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(ii) Dada a função g(t) = 


E 
Va +1 ot 
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|l" 


> determinar g '(t). 


Escrevendo a fungáo dada como um produto, temos 


a(o) = РАР  1)15. 


Assim, 


g (Ü) 


-1 


4ЕЗЇЧ - py - 32 + (6 + 1) 1^ 21 


-f (B 1y*? + 2008 + y 13 


Podemos resumir as proposições da Seção 4.10 e 4.12 na seguinte tabela de 


derivadas. 


4.12.5 Tabela. Sejam u = u(x) e v = v(x) funções deriváveis e c uma constante 


qualquer. 

d) y=c > 
(2) y=x > 
(3 y=c-u = 
(4) y=u+v > 
(5) y=u:v > 
O y =° ә 
(7) y2u9,0zaeQ 


y =0 A 
AT 
у '= 1 ` 
\ 
, ) ` 9% 
у = си Ар (x 2+1) 
y = и +y j 


-1. , 


= y = que u. 


A Tabela 4.12.5 nos ajuda a determinar as derivadas de algumas funções. 


Derivada 


4.12.6 Exemplos. Determinar a derivada das funções: 


GQ y 


y 


(й) у= 


(iii) y 


= 8+ (2х + 4)3 + vx. 


807 + 30x e 47247100 


1 
8x! + 6(2x + 4)2 + ——- 
x + 6( ) Эр 


эл | 

423 
((2-3)-1-(041-2-02-3/2 2x 

i (Үг 3 

_ N 3 -xax + 1)/ Ve - 3 

E 2-3 
(х2 — 3) - x(x + 1) 

_ Ve -3 

E 2-3 

E EM co 
02-3)42-3. 

= 3х (823 – 2). 


= Зх (242) + (8х3 – 2) - 3 
= 7253 + 243 – 6 


= 96% – 6. 
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(iv) у= Чєё + mw+2. 


Podemos escrever y = (6x? + 7x + 2), 


Temos, 
joe 1 (62 + та + 22 - (12x + 7) 


12x + 7 


3 Y(& + Tx + 2)2 


4.13 TEOREMA (DERIVADA DA FUNÇÃO INVERSA) 


Seja у = f(x) uma função definida em um intervalo aberto (a, b). Suponhamos 
que f(x) admita uma função inversa x = g(y) contínua. Se f ' (x) existe e é diferente de 
zero para qualquer x e (a, b), então g = f 1 é derivável e vale 


ne ea sr Жыл, 
fO) ГЕО) ' 


8 (9) 


Prova. A Figura 4.7 nos auxiliará a visualizar a demonstração que segue. 


Sejam у = f(x) е Ay = f(x + Ax) — fx). Observamos que, como f possui uma 
inversa, se Ax * O temos que fx + Ax) £ f(x) e portanto, Ay + 0. Como f é contínua, 
quando Ax > 0 temos que Ay também tende a zero. 


Da mesma forma, quando Ay — 0, Ax = g(y + Ay) — g(y) também tende a zero. 


Temos então, 


Ax 5064/50. | (1) 


15) 


y + Ay = f(x + Ax) 


Figura 4-7 


Por outro lado, para qualquer y = f(x) vale a identidade 


gy + Ду) - 80) | (x-*^9-x 
Ay , Дх + Ax) — Дх) 
— A&A pi 
Дх + Ах) — Дх) 
1 


f(x + Ах) -fo 
Ax 


Como f’ (x) existe e f’ (x) + O para todo x e (a, b), usando (1), vem . 


lim 80 +49) - 80) _ 1 
Ay 20 Ay lim f(x + Ax) - Дх) 
Ax 
Ax 0 
NS Ру 
FO) 


Concluímos que g '(y) existe e vale е (y) = 


dis 
Ро) 
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4.13.1 Exemplos 


outra. 


4.13. 


(1) Seja y = f(x) = 4x – 3. A sua inversa é dada por 


x=80)=10+3. 


Podemos ver que as derivadas, f (5) = 4 e g (y) = 1/4 são inversas uma da 


| 3 
(ii) Seja у = 8x. Sua inversa é x = 3 Чу. 
Como y ' = 24x? é maior que zero para todo x z 0, temos ` 


dx 1 1 1 


dy 242 ` 2 = буд 
SEDE 


Para x = 0, temos y = 0e y ' = 0. Portanto, nào podemos aplicar o teorema 


4.14. DERIVADAS DAS FUNÇÕES ELEMENTARES 


Nesta seção apresentaremos as derivadas das funções elementares: exponen- - 


cial, logarítmica, trigonométricas, trigonométricas inversas, hiperbólicas e hiperbólicas | 
inversas. 


Apresentaremos uma tabela de Regras de Derivação que será usada no 


decorrer de todo o estudo de Cálculo Diferencial e Integral. 
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4.14.1 Proposição (Derivada da função exponencial) Se y=a*, (a>0€ 
a + 1) então 


y'=alna(a>0caz1). 


Prova. Seja y = ах (а> 0 e a z 1). Aplicando a definiçao 4.3, temos 


E ах + Ах _ ах 
y” = lim 
Ах э 0 Ах 
Ах _ 
= lim a (a 1) 
Ax— 0 Ax 
Ах _ 
= lim а. Шш Sol 
Ах-э0 ar>o AX 
Сото lim ! é o limite fundamental provado па Seção 3.14.5, vem 
Ах—э0 Ах 
у= а · ша. 


Caso Particular: 


Se y = æ então y” = e* - In e = е", onde e é o número neperiano. 


4.14.2 Proposição (Derivada da função logarítmica). Se y=log x (a0, 
а + 1), então 


logge (а> 0,а = 1). 
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Prova. Seja y = 


log, x (a > 0, a z 1). 


Aplicando a definição 4.3, temos 


e 
I 


log (x + Ax) — log x 


Ах-э 0 Ах 


Usando a proposição 3.5.2(g), podemos escrever 


ta 
H 


| 1/Ах 
ЭГ +) | 
Ax 0 x 
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x/Ax 
1 
= log ЕСЕ" | 
x/Ax 
1 1 
= "E E [+ As | | 


Caso Particular: 


Se y = ln x então y °= : Ine 
1, 
x 


4.14.3 Eroposição (Derivada da função exponencial composta). Se 
y=uw,ondeu=u(x)ev=v (х) são funções de x, deriváveis num intervalo I e 
и(х)»0,У хє I entãoy =v- W7l-w+uw- lnu. v. 


Prova. Usando as propriedades de logaritmos, podemos escrever 
y= m =e nu 


Portanto, y = (2 , f(x), onde g(w) = e” e w = Дх) = v : In u. 


Como existem as derivadas 


g (w) = e” e 


` 


f' G)=O-Inw'=v-Inu+v- и 
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pela regra da Cadeia, temos 


> 


y = 2010 


Se u(x) é uma função derivável, aplicando a regra da Cadeia podemos gene- 


ralizar as proposições da Seção 4.14. Acrescentamos as seguintes fórmulas em nossa 
tabela de derivadas. 


(8) y-2a"(a»0,a21) = y-a".lnna-w 


(9) y-e" = ' = et. ш 


, _ E 
(10) y = log, u = уе log,e 
(1) усши > y = 
(12) y = u" = ya uE, 


4.14.4 Exemplos. Determinar a derivada das funções: 


(D у = 32 43-1 


Derivada 


Fazendo и = 2x? + 3x — 1, temos у= 3%. Portanto, 


35 «3-1.]3. (4x 3). 


A» | = чу 14 WO PY 


A 
B 
© 
Un 
Ма 
II 
VEN 
№ | - 
— 
` ° 
jan] 
Q 
[4] 
EN 
II 
= 
> 
É: 
В 


х +1 
ZI 
(ii) y =e” 
Fazendo y = e" com и = - E | ‚ temos 
Uy! 25 ez. и’ 
х +1 
x-1 (x-1)-1-(x+1)-1 
= “E TU. (1 ний 
x - 1) 
x+1 
х-1 -2 
= € 
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(iv) у=е* nx. 
Neste caso fazemos y = e", onde u = x : In x. 
Então, 

, us 


y = eu 


= gU. (xin) 

š dl ааа 1 
X 

= ex + na). 


(у) y=log, (3x2 + 7х — 1). 


Temos y = log, u, onde u = 3x? + 7x — 1. Portanto, 


e 
Temos у = ши, onde и = 1 Logo, 


Derivada 


(x + De* - er - 1 
(x + 1)? 
e 
x+1 


(уй) y=(2+1Z-1. 


Temos у = u”, onde u = x? + 1 > 0e v = 2x – 1. Assim, 


191 


y Qx-D o2 19-71-71. (241) +(02+D%-?.1In(2+1)- Qx- 1) 


Qx-1) Q2 + 9-2. 2х + (2+ 1171 In (+1) -2. 


Derivadas das funções trigonométricas 


4.14.5 Proposição (Derivada da função seno). Se у = sen x então у’ = cos x. 


Prova. Seja y = sen x. Aplicando a definigáo 4.3, temos 


à sen (x + Ax) — senx 


y = lim 
Ax 0 Ax > 


Para desenvolvermos o limite aplicaremos a fórmula trigonométrica: 


peg x. pou 
2 2 


sen p — sen q = 2 sen 


Então, 
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2x + Ах 
2sen—-- cos == 
= lim 2 E 
Ax— 0 Ax 
2 sen Ax 
2 | 2х + Ах 
= lim lim cos | —— — 
4450 | у, Ах Ах 0 2 
2 
= ] ` cos x 
= COS X 


:4.14.6 Proposição (Derivada da função cosseno). Se у= cosx, então 


y'--senx. 
Prova. Seja y = cos x. Aplicando a definição 4.3, temos 


А | cos (x + Ах) — cosx 
уан, 
Ax > 0 Ах 


Aplicaremos a fórmula trigonométrica: 


cosp — cosq = 2 sen P. У És sen ES 
` 
Entào, 
X + Ax + x X + Ax — x { 
—2 se 

у'= im 2 2 

Ax —.0 Ax 

: 2x + Ах . sen Ax/2 | 

= lim |-2sen - lim 
Ах э 0 2 Аэ0 2 Ах 
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— sen x. 


4.14.7 Derivadas das demais funções trigonométricas. 


Como as demais funções trigonométricas são definidas a partir do seno e 
cosseno, podemos usar as regras de derivação para encontrar suas derivadas. 


Por exemplo, 


sen x E , 
se y=tgx= ^ então у = secx. - 


De fato, usando а regra do quociente, obtemos 


улаа cosx - cosx — senx (-senx) 
cos 2х 


cos? x + sen? x 


cos? x 


- 


Similarmente, encontramos: 


Se y=cotg x então- y'=-cosec? х; 


se y = sec x então y'=secx-tgx e 


se y = cosec x então у’ = – cosec x : cotg x. 
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Usando a regra da cadeia, obtemos as fórmulas gerais. Acrescentamos os 
seguintes itens na tabela de derivadas. 


(13) y = sene = y = cosu- u’ 
(44) y = cos u = y--senu-u 
(15) y =tg u > у? = sec? и w 

(16) y = cotg u > y’ = — cosec2 и - u° 
(17) y =secu - =» y'=secu-tgu-u 


(18) y = cosec u = y'=-—cosecu-cotgu-u”. 


4.14.8 Exemplos. Determinar a derivada das seguintes funções: 


( y = sen (2. c иг í 
y = вепи, и = х2. Y 2982 2 
y = (соѕи) и’ qoc Í y 
= [cos (х2)] - 2x зїй! 1 . 
= 2x cos (22). i : 
(1) y = cos (1/9. 
y = соѕи, и = (1/х). 2 
y = (senu)-u | ES es Ках 
= [-sen (1/9] - - 1/12 : ES 
= E. sen (1/х). хун m a ” 
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(шї) y 
y 
(iv) y = 
y = 
(у) у 
y 
y 
Qi) y = 
y 


- 3tg Nx + cotg 3x . 
= (3 tg Vx) + (cotg 3x) 


= 3.secNx - (Nx) + (сона Зх) - (Gx) 


= sec? үх - zi - (cosec? 3x) 3 . 
cosx ` 
1 + cotg x 


(1 + cotg x) (cos x)” — cos x (1 + cotg x)” 
(1 + cotg x)2 


(1 + cotg x) (-sen x) — cos x (—cosec2 x) 
(1 + cotg х)? 


—senx — sen x cotg x + cos x соѕес2 x 


(1 + cotg х)? 


= sec (х2 3x + 7). 

= secu,u-x + Зх + 7. 

= secu-tgu-u 

= [sec (х2 + 3x + 7) - tg (х2 + Зх + 7)] : (2х + 3) | 


= (2х + 3) sec (х2 + Зх + 7) - tg (х2 + 3x + 7). 


E 
cosec | —— |. 
x-1 


= созеси, MES 
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y = —cosecu- сори u’ 


lI 
[== 
| 
Q 
o 
o 
O 
© 
УЛ ТЭГЛЭЭ 
| 
Nai 
[e] 
o 
et 
ya 
2227) М 
зон 
m 
м | pa 
wa, 
L. | 
+ 
Л" 
a 
ми. 
R 


Derivadas das Funções Trigonométricas Inversas 


4.14.9 Proposição (Derivada da função arco seno). Seja f: [-1, 1]  [- 7/2, 1/2] 
definida por f(x) = arc sen x. Então y = f(x) é derivável em (-1, 1) e 
1 1 


Prova. Sabemos que 


y-arcsenxex-seny,ye [- 1/2, 7/2]. 


Como (sen у)” existe e é diferente de zero para qualquer y e (-л/2, 1/2), 
aplicando o teorema 4.13, vem | 


"и 1 zc 
(seny)' cosy 


y (1) 


Como рага y € (-7/2, 1/2) temos cosy = V1 — sen? y , substituindo em (1), 
| Д 


1 
-= =: Como sen y = x temos y = ——= > paraxe (-1, 1). 
\1 — sen? VI = 
y ] — 


vem у’ = 


4.14.10 Proposição (Derivada da função arco cosseno). Sejaf: [-1, 1] > [0,7] 
definida por f(x) = arc cos x. Então у = f(x) é derivável em (-1, 1) e 
-1 
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Prova. Usando a relação 


arc cos x 4 — arcsenx ea proposição 4.14.9, obtemos 


\ 


eja f: R — (— 1/2, 1/2) 


Prova. Sabemos que 


y =arctg x >x = іру, ує (-m/2, 1/2). 


Como (tg y)” existe e é diferente de zero para qualquer y є (-1/2, 1/2), 
aplicando o teorema 4.13, vem 


НО + ТЁ ; 
(0 у)  sec?y 


э 


y 


Como sec2 y -14 tg? у, obtemos 


E ЕЛИ 
1+ tg? y 


> 


y = 


Substituindo tg y por x, temos 
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4.14.12 Derivadas das Demais Funções Trigonométricas Inversas. As de- 
mais funções trigonométricas inversas possuem derivadas dadas por: 


: -1 

i) Se y = arc cotg x então у’ = . 

(i) y 8 y jd 

1 
(ii) Sey-arcsecx,lx| 2 1, então y = ———— ——* [|> 1. 
х1 x2 1 
(iii) Se y = arc cosec x, Ix 1 > 1, então y” oce ' xl > 1. 
{х1 Үх? — 1 


A implicação (i) pode facilmente ser verificada se usarmos a relação 


arc cotg x = 2 — arctg x e a proposição 4.14.11. 


Provaremos a implicação (ii). 
Seja у = arc sec x = arc cos (1/х) para lxl > 1. Então y ' = [arc cos (1/x)]'. 


Usando a proposição 4.14.10 e a regra da Cadeia, temos 


; -1 1 
d Ae (1/1)? É 
-1 


xt 
x 


.d 
2 


1 
_ 25 
үг 
ke | 
“ NBT 


onde lx |» 1. 


"EI et 
kii. 
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Acrescentamos os seguintes itens na tabela de derivadas: 


(19) y = arc sen u = y = do 
JE 
(20) y = arc cos u = y - 
(21) y = arc tg u => y= 
(22) y = arc cotg u = y = — 
(23) y = arc sec u > y lui» 1 
(24) y = arc M — у' = E. lul > 1. 


4.14.13 Exemplos. Encontré a derivada das seguintes funções: 


(i) у = arc sen (х + 1). 


y = arc sen u, u = x + 1. 


х и 
7 1 — 2 
: Ї ) 
Vi – (х + 1? 
" 1—2 
п = arct _ 5 
(1) у .. 
L= 
у= асіви, u= 


200 Cálculo A — Funções, Limite, Derivação, Integração 


$^ _ и 
> 1 + 2 
(1 + x2) - (-2x) — (1 — x2) · 2х 

- (1 + x» 
Жс 2 

1+ 1-0 

1 + x 

‚ _ _—2х | 
y 1 + ж 


4.14.14 Derivadas das funções hiperbólicas. 


Como as funções hiperbólicas são definidas em termos da função exponencial, 
podemos facilmente determinar suas derivadas, usando as regras de derivação já esta- 
belecidas. 


Por exemplo, se y = senh x, então 


= : (е* — e?y. 
S (е* + e? 
— 2 

= coshx. 


Similarmente, obtemos as derivadas das demais funções hiperbólicas. 


Podemos acrescentar na tabela de derivação as seguintes fórmulas. 
(25) y = senh u = y = cosh и: и’ 


(26) у = coshu = y = senh u -w 
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(27) y =tgh u = y = sech? u - и’ 

(28) y = cotgh u > y” = — cosech? u - и’ 

(29) y = sech u = y = – sech u: tgh u - w’ 

(30) y = cosech u = у’ = — cosech u - cotgh u : w. 


4.14.15 Exemplos. Determinar a derivada das seguintes funções: 


D y 
y 


y 


senh (x? + 3). 
senh u, u = x? + 3. 
cosh v : u 


cosh (>° + 3) - 3x2. 


sech (2x). 
sech u, u = 2x. 
— sech u - tgh u w’ 


— Е (2х) - tgh (2x) · 2. 


In [tgh (3х)]. 


Inu, u = tgh (3x). 


, 


u 


u 


sech? (3x) - 3 
tgh (3x) 
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_ 3 _ 
cosh2 (3x) 


senh (3x) 
cosh (3x) 


= 3 sech (3x) - cosech (3x). 


(iv) y = cotgh(1 – x). 
у = cotghuu-1- x. 
y = -cosechu. w 


= —cosech? (1 — х?)  ( -3x2) 


= 3x cosech? (1 — x°). 


4.14.16 Derivadas das funções hiperbólicas inversas. 


“Ма Seção 2.15.6 vimos que у = arg senh x pode ser expresso na forma 
y = ln(x + V£ + 1). 


Assim, fazendo u = x + М2 + 1e aplicando a regra da cadeia, obtemos 


цагг, soli 
y = (x + Ve + 1) . Е 7 ZEE | E 
х+ Хх? +1 2 j | 


1+2 @2 + 1) 2x 


x+Nx + 1 


=A 
arx 
x + №2 + 1 
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ги dh 1 
Nd + 1 x+ №2 +1 


1 
Nx +1 
Portanto, se y = arg senh x então у’ = E 
| xl 


De maneira similar podem ser obtidas as derivadas das demais funções hiper- 
bólicas. | 


Apresentamos as fórmulas que completam nossa tabela de derivadas. 


u 

31) y = arg senh = ' = 

(31) y = arg u y m 

(32) y = arg cosh и = У = ТҮ и> 1 
и = 

(83) y = arg tgh u > y = т" > ll < 1 
— и 

(34) y=argcotghu = е 2 lul > 1 
-u 


—и? 
(35) у= arg sech u = Уул аш >° 0 <u< 1 
dis dues 


ц’ 
(36) у = агр cosechu = es sts, 
“аас Ч lul V1 + 2 


4.14.17 Exemplos. Determinar a derivada de cada uma das funções dadas. 


(D у= 22 arg cosh x. 
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Temos, 


y = R E E 


= z| -p+ arg cosh 4l 


(i) y = arg tgh (sen Зх). 


e (sen 3x) 
1 — (sen Зх)? 


cos (3x) · 3 
cos? 3x 


3 
cos 3x 


= 3 sec Зх. 


(iii) y =x arg senh x- Vx? +1. 


1 1 
y = x- = + argsenhx — > (Q2 + 1)? . 2x 
Ve +1 2 
= —É— + argsenhx - ——5—— 
v + 1 N + 1 


= arg senh x. 


ES 


A A E pi 
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4.14.18 Tabela Geral de derivadas. 


Reunindo todas as fórmulas obtidas, formamos a tabela de derivadas que 
apresentamos a seguir. Nesta tabela и e v são funções deriváveis de x e c, Q e a são 
constantes. 


() у=с=у'=0 

(2) у-х-эу-1 

(3) y=c-u=—=y =c: w 

(4) y=u+v >y =u +y 

(5) y=u:v>y =u: y +y w 


, 


V-w-u-v 


(б) у= 2 


(7) у= и“, (аФ0)-эу-а-и” 1-1 


(8) y=a“(a>0 a) >»y'=a”.lna-u 
(9) y=e=y=e"-u 

Med , _ и 
ЧО) у =logu = у’ = T log, € - 


э 


(П) y Inu 2 y em 


UDy= иш ys v.w-lwsxw-.Inu-v 
Wet ordi (u > 0) 


(13) y = sen u => у = cosu : w 


(14) y = cos u > у’ = -sen u : и’ 


2 


(US) y = tg u = y’ = sec uu 


2 


| (16) y = cotg u > у’ = — cosec^ u - u’ 
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~ 


\(17) y = sec u = y' = sec u tg u -u 


(18) y = cosec и = у’ = — cosec u · cotg u - и’ 
(19) y ad sen u > у’ = Lat a 

MAE | VI- и? 

Q0) y = arc cos u => у’ = o 

PUN VI — и 

: 21 = arc tg u > y = і 

(21) у g SEU TC 

«22). = arc cotg и > y M. 

СЭ £ AA 


u 
( (23 = arc sec u, lul 2.1 > y! = ————— lu > 1 
СЭ» á lul Vê — 1 


—u? 
* (24) y = arc cosec и, lul > 1 > y = — = > lu > 1. 
29 y 7 lul М2 — 1 


(25) y = senh u => y” = cosh и - и’ 

(26) y = cosh u = y’ = senh u - i£ 

(27) y = tgh u > у’ = sech? u - w 

(28) y = cotgh u > y’ = — cosech2 u · и’ 
(29) y = sech u = у’ = – sech u : tgh u - u? 


(30) y = cosech и = y” = — cosech и : cotgh u - ° 


X(31) y = arg senh и = y” — 
Vu? + 1 
(32) у = arg cosh u > y = —— u > 1 


Vu? — 1 
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> (33) у= arg tghu > y” = E 


=. 


> (86) y = arg cosech u = y” = 


4.15 EXERCÍCIOS 


Nos exercícios de 1 a 75 calcular a derivada. 


1 Д) = 10 (322 + 7х – 3)10 
3 Дх) = 1 (bx? + ах)? 


5. К) = ад + 60! (3r — 1 


3 


9. Д) = Ve? " бх — 2y 


П. Дю) = 


2t + 1 
13. Ro = ү АА 


(34) y = arg cotgh u у’ = se 


(35) y = arg sech u = y” = 
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> lul < 1 
> lul > 1 
e ш > 
= >» 0<u<1 
и NI- 
= — э uzo 
ld N1 + 22 | 
2. f9- Н (253 + 6x3 
4. Бх) = (302 + 69? _ 2 
6. Дх) = (5х – 2)6 (3x - 1? 
_ 4 а 
8. fa) = Ох - 5) + үх 
10. К = (42 5.+ 2) 18 
i 7х2 
12. fü) = —3———— + үЗх + 1 
2 W3x +1 
M. fo = 265 + 6x + 7 


208 Cálculo A — Funções, Limite, Derivação, Integração 


15. fo) = i67 


17. Д) = 25 56 


19. Дз) = (752+ 65 1)? 426-55 


21. fO =e (2+ 50 
23. у(х) = log, (2х + 4) 
25. fis) = log, Vs + 1 


27. Дх) = In t + 3) 


3x 


B. Л) = 226 
3Ú до = 0+ nó! 

33. fs) = 5 (a + bs)i(a + bs) 
38/ fü) = cos (п-и) 


37. f(0)-2cos0?. sen 20 


39. Дх) = sen? (3х2 + бх) 


32. fl) 


16. fo) = eÇ 

1 р 2x 
18. Д = E 

E: 
w ultr t 


t 


Ve! — 1 


Z meu 


24. fo) = + à + c) — Inx 
“26. fo) = 2 In (752 - 4) 


1-x 


| Vr 
30. AN = B 


CET 


34. Қх) = sen (2x +4) 
36. ДӨ) = 2 соѕ (2 02 -3 0 +1) 


1 + cos 20 
38 fo) = 1 + cos 29 


40. АӨ) = sen? 0 + cos? Ө 


41. 


43. 


45. 


61. 


63. 


67. 


Дх) = Зір (2x + 1) + Nx 


3 sec?x 
x 


Дх) = 


Дх) = e” cos Зх 


. ДӨ) =—совес^ ө? 
. fx) = a cos bx 

. fu) = (u tg uy 

. ДӨ-ад 9, ¿> 0 


. Дх) = (arc sen x? 


. KƏ =tarc cos 3t 


Қ?) = arc cos (sen 0) 


fo) = arc sec Vx 
RO = Ë arc cosec (21 +3) 


In (sen Лх) 
-Х 


Дх) = 


na) = [cotgh (t + 12 12 


42 


44. 


4€ fo) = 


58. 


66. 


68. 
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Дз) = cotg^ (25 — 3)2 


» 1 
fo) = (5: 


sen — + 1) 


ТОО = sen? (x/2) cos? (х/2) 


. f0=ln cos?t | 


- J@) = log, (Зх – cos 2x) 


fo = е? cos 2t 

Дх) = arc cos E 
. arc sen s/2 

fs) = s + 1 


ДӘ = arc tg ——; 


. Дх) = senh (2x- 1) 


. KO =h [cosh (2 – 1)] 


KÀ = tgh (42 — 3)? 


f(x) = sech [In x] 
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3 
69. Дх) = ES Gl) | 


71. 


73. f(x)-xarg cotgh x 
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70. х) = (arg senh x)? 
Дх) = х arg cosh x — cd 72. fo) = argtgh > É 


74. f) = (x+ 1) arg sech 2x 


7. Дх) = j [arg cosh х2] 


76. Encontrar f’ (x). 


77. 


79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


ay fx) = 


d -x 


b) Дх) =1n13-4x! 


| o) fo =e 2-11, 


Calcular f’ (0), se Дх) = e * cos Зх. 

Calcular f ' (1), se f(x) = In (1 + x) + arc sen x/2. 

Dada f(x) = e х, calcular RO) + x f '(0). 

Dada f(x) = 1 + cos x, mostrar que f(x) é par e f ' (x) é ímpar. 
Dada a f(x) = sen 2x cos Зх, mostrar que f(x) é ímpar e f (х) é par. 


Dada a função f(x) = 2 sen 2x , calcular f(x) e verificar que fe f’ são periódicas de 
mesmo período. 


Seja f(x) derivável e periódica de período Т. Mostrar que f' também é periódica de período T. 
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84. 


85. 


86. 


87. 


88. 


89. 


Mostrar que a função y = x e * satisfaz a equação ху’ = (1 — x). 
2⁄2 od 
Mostrar que a função y = x e? ^^ satisfaz a equação xy” = (1 — 22)у. 


Mostrar que a função у = satisfaz a equação ху = y (y In x - 1). 


l+x+Inx 


Sejam fe g funções tais que (f 8) (x) = x para todo x, e f’ (x) e g '(x) existem para todo x. 


Mostrar que 


, = A А 
f'(g09) = q “су? sempre que g (х) 0. 


Obtenha a regra do produto para (uv)' derivando a fórmula 


In (uy) 2 Inu + ln v. 


Provar que: 


d) Sey=cotgx, então у = – cosec? x. 


b) Se y =sec х, entáo у’ = sec x- tg x. 


-1 
1-3 ad 


c) Se y =arc cotg x, então y” = 


а Se y = arc соѕес x, lx! 2 1, então у = ——————» ll > 1. 


e) Se у = соѕһ x, então у = senh x. 
p Sey=tghx, então у = sech? х. 


g) Se y=sech х, então у = – ѕесһ x - tgh x. 
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Л) Se y = arg sech x, então y” = сис ки О<х<1. 


x 1 2 


i)  Sey-argcosech x, então y” = » x # 0. 


-1 
xI V1 + 2 
90. Encontrar todos os pontos onde o gráfico de f(x) tem tangente horizontal. 


а) fœ) = sen 2x; b) f()-2cosx. 


4.16 DERIVADAS SUCESSIVAS 


Seja f uma função derivável definida num certo intervalo. A sua derivada f ' 
é também uma função, definida no mesmo intervalo. Podemos, portanto, pensar na 
derivada da função f’. 


4.16.1 Definição. Seja fuma função derivável. Se f’ também for derivável, então a 
sua derivada é chamada derivada segunda de f e é representada por f ” (x) 


(lê-se f-duas linhas de x) ou df (lê-se derivada segunda de f em relação a x). 


de 


4.16.2 Exemplos 
(0 Ѕеу (х) = 3х2 + 8x + 1, então 
f"()=6x+8e 
f” (х) = 6. 


(ii) Se f(x) = tg x, então 


f'Q)=sec?x e 


f” ES = 2sec x - sec x - tg x 


= 2sec?x- tgx. 
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(ИЙ Se Дх) = Nx? + 1, então 


Ро) = Q0 1. 
= Pene e 
f” (y = xm CAD эх + Q2? 1 


GRE EN 
М2 +1 ү + 15 


Se f " é uma função derivável, sua derivada, representada por f ””(x), é 
chamada derivada terceira de f(x). | 


A derivada de ordem n ou n-ésima derivada de f, representada por f (х), é 
obtida derivando-se a derivada de ordem n —1 de f. 


4.16.3 Exemplos 
() Se fx) = З + 8x, então 
РО) = 151% + 16x 


Р(х) = 600 + 16 


f"(921802 
Р(х) = 360x 
f(x) = 360 


Р(х) = 0, рага л > 6. 
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(ii) Se f(x) = e X? então 


Pa = 2 е0 
гд = ien 
4 


FU = 5 ех? 


(iii) Se f(x) = sen x, então 
f'G) = cos х 
f"Q)--senx 
f(x) = — cos x 


fo) = sen x 


cosx, para n = 1,5,9 

(nry — sen x, para n = 2,6,1 
F") cosx, paran = 3,7,1 
senx, paran = 4,8,1 
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4.17 DERIVAÇÃO IMPLÍCITA 


4.17.1 Função na forma implícita. 
Consideremos a equação 
' F(x, у) = 0. (1) 


Dizemos que a função y = f(x) é definida implicitamente pela equação (1), se 
ao substituirmos y por f(x) em (1), esta equação se transforma numa identidade. 


4.17.2 Exemplos 


() A equação x? + >) —1 « 0 define implicitamente a função у= 2 (1 – х2). 


De fato, substituindo y = 2 (1 — x?) na equação x? + 5 y — 1 = 0, obtemos 


a identidade 2-3 .20- 35-120. 


(ii) A equação x? + y? = 4 define, implicitamente, uma infinidade de funções. 
De fato, resolvendo a equação para y como função de x, temos 

у= + 14 – 2 ; 

Duas funções na forma implícita são obtidas naturalmente: 

SE (946. edd Ee. 


Os gráficos dessas funções são, respectivamente, a semicircunferência superior 
e inferior da circunferência de centro na origem e raio 2 (ver Figura 4.8). 
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Y 


Figura 4-8 


Podemos obter outras funções implícitas da equação x? + y? = 4. Se tomamos 
um número real c qualquer entre —2 e 2, podemos definir a função 


\4— 2, para x > c 
h(x) = 
- 4 2, Para x < c. 


A função h(x) é definida implicitamente pela equação x? + у? = 4, pois 
. 22 + [ h (z) Ê = 4 para todo x no domínio de А. 


Podemos ver o gráfico da função h na Figura 4.9. Observamos que esta função 
não é contínua no ponto c e portanto não é derivável. 


Y 
2 


Figura 4-9 
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Atribuindo diferentes valores a c, podemos obter tantas funções quantas quei- 
ramos. Assim, a equação x? + у? = 4, define implicitamente uma infinidade de funções. 


Nem sempre é possível encontrar a forma explícita de uma função definida 
implicitamente. Por exemplo, como explicitar uma função y = f(x) definida pela equação 


у + 3xy + 2 In y = 0? 


O método da derivação implícita permite encontrar a derivada de uma função 
assim definida, sem a necessidade de explicitá-la. 


4.17.3 A Derivada de uma função na forma implícita. 
Suponhamos que F(x, y) = O define implicitamente uma função derivável y = f (x). 


Os exemplos que seguem mostram que usando a regra da cadeia, podemos determinar 
y' sem explicitar у. 


Exemplos. 


(i) Sabendo que у = f(x) é uma função derivável definida implicitamente 
pela equação x? + y? = 4, determinar y'. 


Como a equação x? + y? = 4 define y = f(x) implicitamente, podemos consi- 
derá-la uma identidade válida para todo x no domínio de f. 


Derivando ambos os membros desta identidade em relação a x, temos 
(2 + y) = (4) 
ou, 
Q2) + 9? = 0. 
Como y - f(x), usando a regra da cadeia, vem 


2x + 2y у = 0. 
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Isolando y”, temos 


y es 
y 


Observamos que, neste exemplo, foi usado o fato de que y = f(x) é uma função 
derivável definida implicitamente. Esse resultado não é válido para a função h(x), 
representada graficamente na Figura 4.9. De fato, embora esta função também seja 
definida implicitamente pela equação x? + y? = 4, ela não é contínua no ponto x = се 
portanto, não é derivável neste ponto. | | 


(ii) Sabendo que у = f(x) é definida pela equação xy? + 2y? = x — 2y, 
determinar y”. 
Sabemos que a equação xy? + 2у = x — 2y é uma identidade quando substi- 


tuimos y por f (x). Portanto, em todos os pontos onde y = f(x) é derivável, temos as 
seguintes igualdades: 


(ху? + 2у3)' = (x - 27) 
(ху?)' + (27) = (0) - (2) 


x-2yy + y? + 6y? y =1-2y. 


Isolando y” na última igualdade, temos 
eb To RN 
7 = y+ 62 «2 
(iii) Se у = f(x) é definida por x2y2 + x sen у = 0, determinar у’. 


Lembrando que y = f(x) e derivando em relagáo a x com o auxílio da regra da 
cadeia, temos : 


х2-2у-у + 2xy2 + x cos y y + sen y = 0. 
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Isolando у', vem 


: 2xy? + sen y | 


4 77 2Юу x бозу 


(iv) Determinar a equação da reta tangente à curva É + > y-1=0 no 
ponto (— 1, 0). 


Derivando implicitamente em relagáo a x, temos 


E 
2x + > y = 0 


Portanto, у’ = – 4x. No ponto х =-—1, y = 4. 

A equação da reta tangente à curva no ponto (-1, 0) é dada por 
у— 0 = 4 (х + 1), ou seja, 

y=4x+4. 


4.18 DERIVADA DE UMA FUNÇÃO NA 
FORMA PARAMÉTRICA 


4.18.1 Função na Forma Paramétrica. Sejam 


x = x(t) 
(1) 
y) 


M 
lI 


duas funções da mesma variável real t, te [a, b]. Então, a cada valor de t correspondem 
dois valores x e y. Considerando estes valores como as coordenadas de um ponto P, 
podemos dizer que a cada valor de t corresponde um ponto bem determinado do plano 
xy. Se as funções x = x(t) e y = y(t) são contínuas, quando г varia de a até b, o ponto 
P(x(t), y(t)) descreve uma curva no plano (ver Figura 4.10). As equações (1) são 
chamadas equações paramétricas da curva e f é chamado parámetro. 
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Figura 4-10 


Vamos supor agora, que a função x = x(t) admite uma шигээ inversa t = t(x). 
Neste caso, podemos escrever шы . 


Pa 


у=у[(х) 1 


e dizemos que as equações (1) definem у como função de x na forma paramétrica. 


Eliminando o parâmetro t nas equações (1), podemos obter a função y = у(х) 
na forma analítica usual. 


Muitas curvas importantes costumam ser representadas na forma paramétrica. 
Em geral, as equações paramétricas são úteis porque, em diversas situações, elas 
simplificam os cálculos. Elas também são muito usadas na Física, para descrever o 
movimento de uma partícula. A seguir, apresentamos as equações paramétricas de ` 
algumas curvas e damos exemplos de algumas funções definidas na forma paramétrica. 


4.18.2 Exemplos 
х= 2t + 1 


(D As equações 
у= 4t 43 


definem uma função y(x) na forma paramétrica. 
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De fato, a função x — 2t + 1 é inversível sendo que sua inversa é dada por 
t= x (x — 1). Substituindo este valor na equação у = 4t + 3, obtemos a equação 


‚ cartesiana da função у(х), que é dada por 


¿nea 


< 
II 


2x + 1. 


x = a cos t 
(ii) As equações . (2) 
y=asent,te [0,21], 


onde a é uma constante positiva, representam uma circunferência de centro na origem 
e raio a. 


* 


Na Figura 4.11, visualizamos o parámetro t, 0 < t < 2 m, que representa o 
ângulo formado pelo eixo positivo dos x e o segmento de reta que une o ponto P à 
origem. 


Y 


^ P 
D 
x homi 
i E / 
зас Bu a x 
оо 
‚© ar 
< PM 
4 Р; 2 ХҮ 
v | 


m Figura 4-11 


Para obter a equação cartesiana, devemos eliminar o parámetro f. 
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Elevando ao quadrado cada uma das equações em (2) e adicionando-as, obte- 
mos 


х2 = а? cost 
у = @ sert 
x + у? = а? cos? t + a? sem і 


a? 


lI 


ou seja, x? + y? = а2. 


Observamos que, neste exemplo, não temos uma função y(x) na forma para- 
métrica, porque a função x = a cos t não é inversível no intervalo [0, 2 x ]. No entanto, 
podemos obter uma ou mais funções y = y(x) na forma paramétrica, restringindo 
convenientemente o domínio. i 


Y 


Figura 4-12 


Por exemplo, as equações 
x = acos t 


y=asent,te [0,1] 
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definem, na forma paramétrica, a função y = Va? — x^ e as equações 
x=acost 


y=asent,te [n27] 


definem a função у = — Va? — x? (ver Figura 4.12). 


(iii) As equações 


x = a cos і 


(3) 
y=bsent,te [0,21], 


onde a e b são constantes positivas, representam uma elipse de centro na origem е 
semi-eixos a e b, como mostra a Figura 4.13(a). 


Neste caso, o parámetro t também representa um ángulo e pode ser visualizado 
na Figura 4.13(b). 


(b) 


Figura 4-13 


Para obter a equação cartesiana da elipse dada, devemos eliminar o pará- 
metro f. 
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Multiplicando a primeira equação de (3) por b e a segunda equação por a, 
obtemos 


bx = ab cos t 


ay = ab sen t. 


Elevando cada uma dessas equações ao quadrado e adicionando-as, vem 


b2x? = а? b cos? t 


n 
а? y? = а? Ь2 sem t x 
bx? + а? y? = ab? (cos? t + sen? f) ; со? 
= 2 С 
(GT ji 
e 
ou, de forma equivalente, За \ 
л а NY > бух 
d 1 š е 3 " 
Ху, "S V £ Y NE 
cs bora ds Xe V ы is 
d b ^ As J 


Y Т 4. 
КЧ Pi «A 5 
Como по exemplo anterior, restringindo convenientemente o domínio, "po- 
demos definir uma ou mais funções y(x) na forma paramétrica. d 


> 
ТОШ 
u^ 


Y к. 
| ым 


Figura 4-14 
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Por exemplo, as equações 


x = а cos t 


T INIISI 


. ~œ 
II 


definem, na forma paramétrica, a função y(x) que está representada na Figura 4.14. 


(iv) As equações 


x=a cos t 


(4) 


=ase t, 0 <t < 21, 


te 
| 


onde a é uma constante positiva, representam a curva vista na Figura 4.15(a). 


Y 


(a) 
Figura 4-15 


РА 


Esta curva é chamada astróide ou hipociclóide de 4 cúspides e pode ser 
definida como a trajetória descrita por um ponto fixo P de uma circunferência de raio 
a/4, quando esta gira, sem escorregar, dentro de uma circunferência fixa de raio a. 
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Na Figura 4.15(b), ilustramos o significado geométrico do parâmetro t. 


Para obter a equação cartesiana da curva, procedemos de forma análoga aos 
exemplos anteriores. Elevando cada equação de (4) à potência 2/3 e adicionando-as, 
obtemos 


39/3; = a? сов? 
у2/3 = 22 sen? t 


2 + y = д2/3 (cos? t + sen? t) 


ou, de forma equivalente, 
EB + yB gn, 


Observamos que as equações (4) não definem uma função y(x) na forma 
paramétrica, porque х = a cos? t não é inversível no intervalo (0, 2л]. Portanto, se 
queremos definir uma função y(x) na forma paramétrica, devemos tomar o cuidado de 
restringir conveniententemente o domínio. 


4.18.3 Derivada de uma Função na Forma Paramétrica. 
Seja y uma função de x definida pelas equações paramétricas 


x = xt) | 
(5) 
у= у) ,t e [a,b]. 


Suponhamos que as funções y = y(t), x = x(t) e sua inversa t = t(x) são 
deriváveis. 


Podemos ver a função y = y(x), definida pelas equações (5), como uma função 
composta 


y = y [t(x)] 


e aplicar a regra da cadeia. Temos, então 


2 = y(t-t'(x). | 6) 
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Como x = x(t) e sua inversa t = t(x) são deriváveis, pelo teorema 4.13, vem 


1. 22 
х) ул 


t) = (7) 


Substituindo (7) em (6), obtemos 


Observamos que esta fórmula nos permite calcular a derivada o sem 


conhecer explicitamente y como função de x. 
4.18.4 Exemplos 


(D Calcular a derivada 2 da função y(x) definida na forma paramétrica 
pelas equações: 


х=2 +1 х-3-1 
(а) (b) 
у= 4+3; у= 92 — 6. 
Solução. 
(a) Temos, 
dy YO 4 , 
dx х) 2 | 
(b) Temos, 
dy y'() 18-6 , _ 
па = 6 - 2. (8) 
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: 1 4 5 А 
Se quisermos о valor da derivada em função de x, devemos determinar 


dx 
t = t(x) e substituir em (8). Temos, 


x=3t-1 > і= = (+01). 


Substituindo em (8), vem 


dy 


1 
2385 BDO 


= 2x. 


(ii) Determinar a derivada dy da função y(x) definida na forma paramétrica 


pelas equações z: 


x = 4 cos t 


у = 4 sert, 0 <£< 


Nja 


Temos, 


x (f) = -12 cos? t sen t 
y (D) = 12 sen? t cos t. 
Portanto, 


dy y'(0 _ 12sen? t cost _ _ sent 
dx xt)  -—12cosg t sent 
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Observamos que este resultado só é válido para os pontos onde x'(t) + 0, ou 
л 


seja, para t + Ü e t + 2 


(iii) Determinar a equação da reta tangente à circunferência x? + y? = 4, no 


ponto P(N2, 42) . 


Solução. Vamos usar a função y(x) definida na forma paramétrica pelas equa- 
ções 


x = 2 cost 


у = 2sent, te [0,7], 


como vimos no Exemplo 4.18.2(ii). 


Vamos agora, calcular a inclinação da reta tangente no ponto P, ou seja, vamos 


calcular o valor da derivada az no ponto P. Temos, 


dy y'(ü) 2 cost _ 
dx х) -2sent ` Көш 


Precisamos determinar o valor do parâmetro t que corresponde ao ponto Р. 


Temos, 


4X2 = 2 cos t 


42 = 2 sent, 


e portanto # = 


+ |a 


A equação da reta tangente à curva no ponto P(N2 , X2) , é dada por 


-у-342--1х-42), 
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ou seja, 


=x + W2. 


4.19 DIFERENCIAL 


4.19.1 Acréscimos. Seja у = f(x) uma função. Podemos sempre considerar uma 
variação da variável independente x. Se x varia de x, a x,, definimos o 
acréscimo de x, denotado por Ax, como 


Ax = x, — х}. 


A variação de x origina uma correspondente variação de y, denotada por Ay, 
dada por x 


Ay = fo) — fox) ou, 
Ay = fix, + Ax) -flx,) (ver Figura 4.16). 


Figura 4-16 
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4.19.2 Diferencial. Sejam у = f(x) uma função derivável e Ax um acréscimo de x. 


Definimos: 

(a) a diferencial da variável independente x, denotada por dx, como 
dx = Ax; 

(b) a diferencial da variável dependente y, denotada por dy, como 


dy = f (x) - Ax. 


De acordo com a definição anterior, podemos escrever dy = f ' (x) · dx ou 
916) 


Assim, a notação 2 , já usada para f '(x), pode agora ser considerada um 


quociente entre duas diferenciais. 


4.19.3 Interpretação Geométrica. Consideremos a Figura 4.17, que representa o 


gráfico de uma função y = f(x) derivável. 


O acréscimo Ax que define a diferencial dx está geometricamente representado 


pela medida do segmento P M [P(x,, f(x,)) e MG, f(x,))] (ver Figura 4.17). 


Figura 4-17 
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O acréscimo Ay está representado pela medida do segmento M Q [Q (x,, f (x)]. 


A reta t é tangente à curva no ponto P. Esta reta corta a reta x = x, no ponto 
R, formando o triângulo retângulo P M К. A inclinação desta reta z é dada por f’ (x,) ou 
tg a. Observando o triángulo P M R, escrevemos 


MR 
А = tg, = — ° 
fe) = 9 7 ру 


onde MR e PM são respectivamente as medidas dos segmentos MR e PM. Usando o 


fato de que f(x) = o ° concluímos que dy = MR, já que PM = dx. 


Observamos que, quando Ax torna-se muito pequeno, o mesmo ocorre com a 
diferença Ay — dy. Usamos esse fato em exemplos práticos, considerando Ay = dy 
«(Ху aproximadamente igual a dy), desde que o Ax considerado seja um valor pequeno. 


4.19.4 Exemplos 
() Se y = 222 – бх + 5, calcule o acréscimo Ay para x = 3 e Ax = 0,01. 


Usando a definição de Ay, escrevemos 
Ау = Дхү+Ах)—Дх,) 
= #3 + 0,01) -Д3) 
= f3,01)-f3) 
= [2-(3,01?-6-3,01+5]-[2-3?-6-3+5] 
= 5,0602 5 
= 0,0602. 


(й) Se y = 622 — 4, calcule Ay e dy para x = 2 e Ах = 0,001. 


Usando a definição de Ay, temos 


Ay Rx, + Ax) - Кх,) 


#@ + 0,001) #2) 


[6 - (2,001)? — 4] - [6 - 22 — 4] 
=  20,024006 — 20 
0,024006. 


Usando a definição de dy, temos 
dy = f'(x):Ax 

12x - Ах 

= 12-2-0,001 

0,024. 


Observamos que a diferença Ay — dy = 0,000006 seria menor caso usássemos 


um valor menor que 0,001 para Ax. 


(iii) Calcule um valor aproximado para \ 65,5 usando diferenciais. 


Seja у = f(x) a função definida por Дх) = Vx Я 
Escrevemos, 


y + Ay = А Ax e dy= dx. 


_1_ 
327 
Fazemos x = 64 e Ax = 1,5, isto porque 64 é o cubo perfeito mais próximo de 
Portanto, 

x+ Ах = 65,5 , dx= Ax= 1,5 e 


К en хра Pes 004158 


dy 316 
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Então, 


465,5 = 464 + 1,5 = Nx + Ax = y + Ay. 


Fazendo Ay = dy, obtemos finalmente que 


1655 = y + Ay = 4 + 0,03125 


4,03125. 


(iv) Obtenha um valor aproximado para o volume de uma fina coroa 
cilíndrica de altura 12 m, raio interior 7 m e espessura 0,05 m. Qual o erro decorrente 


se resolvermos usando diferenciais? 
A Figura 4.18 representa o sólido de altura A, raio interior r e espessura Ar. 
O volume V do cilindro interior é dado por 


мп2: А 
п: 72-12 


V 


588 tm. 


Figura 4-18 


Dando um acréscimo Ar o volume da coroa será igual à variação AV em V. 
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Usando diferenciais, temos 


AV= dV 2rrhAr 


27 -7-12 - 0,05 


8,4 x mŠ. 


- O volume exato será 


AV = т(г+Аг)?-А—-тгЛ 
= 1(7,05)2:12 — xn. 7.12 
= 596.43x-— 588 л 


= 8,43 лт. 


Portanto, о erro cometido na aproximação usada foi 


AV — dV = 0,03 x m°. 


4.20 EXERCÍCIOS 


Nos exercícios de 1 a 12 calcular as derivadas sucessivas até a ordem n indicada. 


1. y-3x*-2x;n-5 2. y=aÓ+b2+cx+din=3 
3. у= 3202 + 40; п= 10 4 у= 3 – x ;п=2 
5. у= ей 6. у=е25+1;п= 3 
x- 1" 
7 а 8. y=ln2x;n=2 
e El Nt 
9. y-senax ; п=7 10. y 2-2 cos É: п=5 


2 
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11. y=tgx;n=3 12. y=arctgx;n=2. 


13. Achar a derivada de ordem 100 das funções: 


a) y=senx; b) y-cosx. 


(1У/н. 


14. Mostrar que a derivada de ordem л da função y = 1/x é dada por у = үн 


15. Mostrar que a derivada de ordem n da função y = e” é dada por y? = а" ед, 


16. Sejam f (x) e g(x) funções deriváveis até 3º ordem. Mostrar que: 
a) (fB = 80 +2778 +”: b GAI EAN E ASE 


17. Mostrar que x = А cos (œt + о), onde А, œ e a são constantes, satisfaz a equação 


18. Calcular y' = 2 das seguintes funções definidas implicitamente. 


a) x + у? = aŠ Ь) д +ду+у?=0 
c) Vx + jy = Va d) =, 
е) a cos? (x + у) = b p tg y = xy 


8) е=х+у. 


19. Determinar as retas tangente e normal à circunferência de centro (2, 0) e raio 2, nos pontos de 
abscissa 1. 


у? 


20. Demonstrar que a reta tangente à elipse = + m = 1 no ponto (xy, yg) tem a equação 
a 


XX, УУ 
— += 1. 
a b 


21. 


22. 


23. 


25. 
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Em que pontos a reta tangente à curva у? =2 € perpendicular à reta 4x – 3y + 1 = 0? 


Mostrar que as curvas cujas equações são 222 + 3y2= 5 e y2 = х5 interceptam-se no ponto 
(1, 1) e que suas tangentes nesse ponto sao perpendiculares. 


Calcular a derivada y” = ey das seguintes funções definidas na forma paramétrica. Para 


dx 
quais valores de £, y” está definida? 


х= Ё 

(а) 
y= Ë ,te (0, +09) 
x = 3 cos t 

(c) 


y=4sent, te [n, 2л] 


x=2-1 


(e) 
y=P+5,-0<t<+o 


Determinar a equação da reta tangente à elipse 


x = 2cost 


y=3sent, te [0, 2n] 


соропоР[ P. | 


(b) 


(d) 
у = sent, te EX) 


x = 8cos? t 


y= 8 зеп? t ‚ te [0,7] 


Determinar as equações da reta tangente e da reta normal à astróide 


х= соз? t 
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26. 


27. 


29. 


30. 


31. 


32. 
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1.353) 
8 8 


no ponto P Ёс 


Encontrar Ay — dy das funções dadas. 


а) y=3%-x+1; b) у= 215; с) сла Л 


Encontrar Ay е dy para os valores dados 


a) yes Ах = 0,001; x = 1; 


b) y=52-6x; Ах= 0,02; x=0; 


2x + 1 
х-1 


c) у= : Ах= 01; x--1; 


Calcular um valor aproximado para as seguintes raízes, usando diferencial. 


a) N50; b 635: Qe OB. 


Calcular a diferencial das seguintes funções. 


а) у= (32-45); Б) pam ы c) yc-sen(Sx + б). 


A área 5 de um quadrado de lado x é dada por 5 = х2. Achar o acréscimo e a diferencial desta 
função e determinar o valor geométrico desta última. ` 


Dar a interpretação geométrica do acréscimo е da diferencial da função 5 = л x? (área do 
círculo). 


Uma caixa em forma de um cubo deve ter um revestimento externo com espessura de 1/4 cm. 
Se o lado da caixa é de 2 m, usando diferencial, encontrar a quantidade de revestimento 
necessária. 


33. 


34. 


35. 


36. 
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Um material está sendo escoado de um recipiente, formando uma pilha cônica cuja altura é 
sempre igual ao raio da base. Se em dado instante o raio é 12 cm, use diferenciais para obter 
a variação do raio que origina um aumento de 2 cm? no volume da pilha. 


Use diferenciais para obter o aumento aproximado do volume da esfera quando o raio varia 
de 3 cm a 3,1 cm. 


Um terreno, em desapropriação para reforma agrária, tem a forma de um quadrado. Estima-se 
que cada um de seus lados mede 1 200 m, com um erro máximo de 10 m. Usando diferencial, 
determinar o possível erro no cálculo da área do terreno. 


Um pintor é contratado para pintar ambos os lados de 50 placas quadradas com 40 cm de lado. 
Depois que recebeu as placas verificou que os lados das placas tinham 1/2 cm a mais. Usando 
diferencial, encontrar o aumento aproximado da porcentagem de tinta a ser usada. 


= 
= 


A CAPÍTULO 5 


APLICAÇÕES DA DERIVADA 


¿€ 


Neste capítulo, apresentaremos as aplicações da Derivada. 


Em diversas áreas encontramos problemas que serão resolvidos utilizando a 
derivada como uma taxa de variação. 


A análise do comportamento das funções será feita detalhadamente usando 
definições e teoremas que envolvem derivadas. 


Finalmente, introduziremos as regras de L'Hospital, que serão usadas no 
cálculo de alguns limites. 


5.1 VELOCIDADE E ACELERAÇÃO 


Velocidade e aceleração são conceitos que todos nós conhecemos. Quando 
dirigimos um carro, podemos medir a distância percorrida num certo intervalo de 
tempo. O velocímetro marca, a cada instante, a velocidade. Se pisamos no acelerador 
ou no freio, percebemos que a velocidade muda. Sentimos a aceleração. 


Mostraremos que podemos calcular a velocidade e a aceleração através de 
derivadas. 
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5.1.1 Velocidade. Suponhamos que um corpo se move em linha reta e que s = s(f) 
represente o espaço percorrido pelo móvel até o instante t. Então, no intervalo 
de tempo entre / e t + At, o corpo sofre um deslocamento 


As = s(t + At) — s(t). 


Definimos a velocidade média nesse intervalo de tempo como o quociente 


л At 


_ S(t + Ай) — 5(ї) : 


isto é, a velocidade média é o quociente do espaço percorrido pelo tempo gasto 
em percorrê-lo. 


De forma geral, a velocidade média nada nos diz sobre a velocidade do corpo 
no instante t. Para obtermos a velocidade instântanea do corpo no instante t, calculamos 
sua velocidade média em instantes de tempo At cada vez menores. A velocidade ins- 
tantânea, ou velocidade no instante г, é o limite das velocidades médias quando At se 
aproxima de zero, isto é, 


vs Tim. guy AMES 
А-0 Ё мо At 


Como já vimos no capítulo anterior, esse limite é a derivada da função s = s(t) 
em relação a t. Portanto, 


sn ds 
5.1.2 Aceleração. O conceito de aceleração é introduzido de maneira análoga ao de 
velocidade. 


A aceleração média no intervalo de tempo de t até г + At é dada por 


_ У@т + A -v(D. 
Gm — AL : 


Observamos que ela mede a variagáo da velocidade do corpo por unidade de 
tempo no intervalo de tempo At. Para obtermos a aceleração do corpo no instante £, 
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tomamos sua aceleração média em intervalos de tempo At cada vez menores. A acele- 
ração instantânea é o limite 


y (t + £9 — y (t) А 


a(t) = lim 
At > 0 


Logo, a derivada da velocidade nos dá a aceleração. Como v(t) = s ' (t) , temos 


a(t) = v'( = s ” (t). 


5.1.3 Exemplos 


(1) No instante £ = O um corpo inicia um movimento em linha reta. Sua 
posição no instante t é dada por s(t) = 16t — 2. 


Determinar: 

(a) a velocidade média do corpo no intervalo de tempo [2, 4]; 
(Б) a velocidade do corpo no instante t = 2; 

(с) a aceleração média по intervalo [0; 4]; 


(d) a aceleração no instante t = 4. 


(a) A velocidade média do corpo no intervalo de tempo entre 2 e 4 é dada 
por 


s(4) — s (2) 
m 4-2 


(16 - 4 – 42) – (16. 2 – 22) 
4-2 


48 — 28 
2 


= 10 unid. veloc.. 
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(b) A velocidade do corpo no instante £ = 2 é o valor da derivada s '(t) по 
ponto z = 2. Como s(t) = 16t — 2, temos 


У(1) = s '(f) = 16—21. 


No instante / = 2, a velocidade é 
x2) = 16-2.2 


= 12 unid. veloc. 


(c) А aceleração média no intervalo [0, 4] é dada por 


.»(9-»(0. 


m 4-0 


Como v(t) = 16 — 2t, temos 


_ (16-2-4)- (16 - 2 · 0) 
a, = 4 


8 — 16 
4 


= —2 unid. aceler.. 


(d) A aceleração no instante f = 4 é dada pela derivada v '(4). Como 
v(t) = 16 — 2t, temos a(t) = v '(t) = — 2. Portanto, 


a(4) = —2 unid. aceler. . 


(1) A equação do movimento de um corpo em queda livre é 
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onde g = 9,8 m/s? é a aceleração da gravidade. Determinar a velocidade e a aceleração 
do corpo em um instante qualquer t. 


Num instante qualquer t, a velocidade é dada por 


X) = s 
"n 
= 2 8-2t 
= gt m/s. 


A aceleração num instante t é 


a(t) v’ (t) 


g m/s, 


que é a aceleração de gravidade. 


5.2 TAXA DE VARIAÇÃO 


Na seção anterior vimos que quando um corpo se move em linha reta de acordo 
com a equação do movimento s = s(t), a sua velocidade é dada por v = s' (t). 


Sabemos que a velocidade representa a razão de variação do deslocamento por 
unidade de variação do tempo. Assim, a derivada s' (t) é a taxa de variação da função 
s(t) por unidade de variação t. 


O mesmo ocorre com a aceleração que é dada por a(t) = у’ (t). Ela representa 
a razão de variação da velocidade v(t) por unidade de variação do tempo t. 


Toda derivada pode ser interpretada como uma taxa de variação. Dada uma 
função у = f(x), quando a variável independente varia de x a x + Ax, a correspondente 
variação de y será Ay = f(x + Ax) — f(x). O quociente 
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Ay _ fx + Ах) — Дх) 
Ах ` Ах 


representa a taxa média de variação de у em relação a x. 


A derivada 


3015: Дх + Ах) — Дх) ' 


Ax—0 Ax 
é a taxa instantânea de variação ou simplesmente taxa de variação de y em relação 
ax. 


A interpretação da derivada como uma razão de variação tem aplicações 
práticas nas mais diversas ciências. Vejamos alguns exemplos. 


5.2.1 Exemplos 


(1) Sabemos que a área de um quadrado é função de seu lado. Determinar: 


(a) ataxa de variação média da área de um quadrado em relação ao lado 
quando este varia de 2,5 a 3 m.; 


(b) a taxa de variação da área em relação ao lado quando este mede 
4m. 


Solução. Sejam А a área do quadrado e / seu lado. Sabemos que 


A = Ë. 


(a) A taxa média de variação de А em relação a / quando / varia de 2,5 m a 
3 m é dada por 


АА AG) – А0,5) 
A | | 3-25 


9 — 6,25 
0,5 
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(b) A taxa de variação da área em relação ao lado é dada por 
dA _ 4 р 
di ~ di 0) 

= 214. 


Quando / = 4, temos 


dA 
q 72:428 


Ou, 


dA 
== = 8. 
dl | (4 


Portanto, quando / = 4 m, a taxa de variação da área do quadrado será de 
8 m? por variação de 1 metro no comprimento do lado. 


(2) Uma cidade X é atingida por uma moléstia epidémica. Os setores de 
saúde calculam que o número de pessoas atingidas pela moléstia depois de um tempo 
t (medido em dias a partir do primeiro dia da epidemia) é, aproximadamente, dado por 


KO = 64 — E 

3 
(a) Qual a razão da expansão da epidemia no tempo t = 4? 
(b) Qual a razão da expansão da epidemia no tempo t = 8? 


(c) Quantas pessoas serão atingidas pela epidemia no 5º dia? 
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Solução. A taxa com que a epidemia se propaga é dada pela razão de variação 
da função f(t) em relação a t. Portanto, para um tempo t qualquer, essa taxa é dada por 


/'@) = 64 - Ë. 
(a) No tempo t = 4, temos (- 22 
/'(4) = 64 — 16 = 48. 


Logo, no tempo t = 4, a moléstia está se alastrando à razão de 48 péssoas por 
dia. 


(b) No tempo t = 8, temos 
/' (8) = 64-64 
= 0, 


Portanto, no tempo t = 8 a epidemia está totalmente controlada. 


(c) Como o tempo foi contado em dias a partir do 1º dia de epidemia, o 
5º dia corresponde à variação de t de 4 para 5. 


.O número de pessoas atingidas pela moléstia durante o quinto dia será dado 


por 
| Р » 
Д5) – ҚА) = бизе 5 64-4- т 
125 64 
= 320 - лаз 256 + 3 
= 43. 


No item (a), vimos que no tempo t = 4 (início do 5º), a epidemia se alastra a 
uma taxa de 48 pessoas por dia. No item (c), calculamos que durante o 5º dia 43 pessoas 
serão atingidas. Essa diferença ocorreu porque a taxa de propagação da moléstia se 
modificou no decorrer do dia. 
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(3) Analistas de produção verificaram que em uma montadora x, o número 
de peças produzidas nas primeiras z horas diárias de trabalho é dado por 


IA IA 


4 
8. 


IA IA 


Ao = | SO(? + 1), para 0 


200(r 1), рага 4 


(a) Qual a razão de produção (em unidades por hora) após 3 horas de 
trabalho? E após 7 horas? 


(b) Quantas peças são produzidas na 8º hora de trabalho? 
Solução. 


(a) A razão de produção após 3 horas de trabalho é dada por f '(3). Para 
t « 4, temos 


f (D) = 50Qt + 1). 


Portanto, 


f'(3) 50(2 -3 + 1) 


= 350. 


Logo, após 3 horas de trabalho a razão de produção é de 350 peças por hora 
de trabalho. 


A razão de produção após 7 horas de trabalho é dada por f ' (7). Para t > 4, 
f (t) = 200. 


Logo, após 7 horas de trabalho a razão de produção é de 200 peças por hora 
de trabalho. 


(b) O número de peças produzidas na oitava hora de trabalho é dado por 


200(8 + 1) — 200(7 + 1) 


Д8) - fü) 


= 200. 
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Neste exemplo, o número de peças produzidas па 8º hora de trabalho coincidiu 


com a razão de produção após 7 horas de trabalho. Isso ocorreu porque a razão de 
produção permaneceu constante durante o tempo considerado. 


(4) Um reservatório de água está sendo esvaziado para limpeza. A quanti- 


dade de água no reservatório, em litros, t horas após o escoamento ter começado é dada 


por 


tempo. 


V = 50(80 — 12. 


Determinar: 
(a) Ataxa de variação média do volume de água no reservatório durante 
as 10 primeiras horas de escoamento. 


(b) A taxa de variação do volume de água no reservatório após 8 horas 
de escoamento. 


(c) A quantidade de água que sai do reservatório nas 5 primeiras horas 
de escoamento. 


Solução. 


(a) A taxa de variação média do volume nas 10 primeiras horas é dada por 


Av 50(80- 10)? — 50(80 — 0 
A o 10 

|. S0[70) - 802] 

i 10 

= 50 - (-150) 

- —7.500 I/hora. 


O sinal negativo aparece porque o volume de água está diminuindo com o 
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(b) A taxa de variação do volume de água num tempo qualquer é dada por 


dV 
E m 50 - 2(80 — t) (- 1) 


= -100(80 – r). 


No tempo t = 8, temos 


— 100 (80 — 8) 


l! 


—100 - 72 


—720 1/h. 


(c) A quantidade de água que sai do reservatório nas 5 primeiras horas é 
dada por 


V(O) — V(S) 50(80)? — 50(75)? 


38.750 1. 


Em muitas situações práticas a quantidade em estudo é dada por uma função 
composta. Nestes casos, para determinar a taxa de variação, devemos usar a regra da 
cadeia. Vejamos os exemplos que seguem. 


(5) Um quadrado de lado / está se expandindo segundo a equação 1 = 2 + ë, 
onde a variável t representa o tempo. Determinar a taxa de variação da área desse 
quadrado no tempo t = 2. 


Solução. Seja A a área do quadrado. Sabemos que А = Ë e que l=2 + 2. 


A taxa de variação da área em relação ao tempo, num tempo t qualquer é dada 


uit. 
P dt 


Aplicações da derivada 251 


Usando a regra da cadeia, vem 


dA dA di 

аг а dt 
-0121-2 
= Alt 
= 402-0)-1. 


No tempo f — 2, temos 


dA 


= 4(2 +23.2 
dt | Q) ( ) 


48 unid. área/unid. tempo. 


(6) O raio de uma circunferéncia cresce à razáo de 21 cm/s. Qual a taxa de 
crescimento do comprimento da circunferência em relação ao tempo? 


Solução. Sejam r = raio da circunferência, 
t = tempo, 
1 = comprimento da circunferência . 


Da geometria, sabemos que / = 2 r r. 


m { 2 . dr 
Por hipótese, а taxa de crescimento de r em relação аг é — = 21 cm/s. 


dt 


A taxa de crescimento de / em relação a t é dada por p - Usando a regra da 


cadeia, vem 
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dr 


= 2л. 
цав?” 


= 21:21 


42 п cm/s. 


(7) Um ponto P(x, y) se move ao longo do gráfico da função y = 1/x. Sea 
abscissa varia à razão de 4 unidades por segundo, qual é a taxa de variação da ordenada 
quando a abscissa é x — 1/10? 


Solução. Temos 


dy _ dy ах 

dt dx d` 

Como x varia à razão de 4 unid./se dx a Como y = 1/x dy 1 
| 5 5, ағ . y = ' dx х2 


Então, 


jJy_ LOL. 
dt EE 


Quando x = 1/10, temos 


ау -4 
dt (1/10)? 
= —4.100 


= -400. 
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Portanto, quando a abscissa do ponto P é x = 1/10 e está crescendo a uma taxa 
de 4 unid./seg a ordenada decresce a uma razão de 400 unid./s. Intuitivamente, podemos 
perceber isso analisando o gráfico de f (Ver Figura 5.1). 


Y 


Figura 5-1 


a E = 
(8) Acumula-se areia em um monte com a forma de um cone onde a altura 
é igual ao raio da base. Se o volume de areia cresce a uma taxa de 10 m?/h, a que 
razão aumenta a área da base quando a altura do monte é de 4 m? 


Solução. Sejam V = volume de areia, 
= altura do monte, 
г =  raioda base, 


A = área da base. (Ver Figura 5.2.) 


Figura 5-2 
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Da geometria, sabemos que 


A=x r 


Por hipótese, ^ = 10 mš/h e h = r. Substituindo A = r em (2), temos 


. .,. dA 
Queremos encontrar a taxa de variação p" quando r — 4 m. 


Derivando (1) em relação a t, temos 


Y 


dA _ 4А dr 
dt dr dt 
dr 
-2mr 215 


: А ағ : 5 = 
Precisamos determinar —- · Derivando a equação (3) em relação a t, vem 


dt 


dv a dr 
d а dt 
dr 
= xm. "t 
Como X = 10 m?/h, temos 
dr 1 
d mx? 19 
10 


(3) 
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Portanto, 
dt E Tr 
20 


Quando r = h = 4m, 


Logo, quando a altura do monte é de 4 m, a área da base cresce a uma taxa 
de 5 m?/h. 


5.3 EXERCÍCIOS 


1. Um corpo se move em linha reta, de modo que sua posição no instante t é dada por f) = 161 + Р, 
0 <t < 8, onde o tempo é dado em segundos e a distância em metros. 


(a) Achar a velocidade média durante o intervalo de tempo [b, b + h], 0 < b < 8. 
(b) Achar a velocidade média durante os intervalos 13: 3,1], 13: 3,01] e (3; 3,001]. 
(c) Determinar a velocidade do corpo num instante qualquer t. 

(d) Achar a velocidade do corpo no instante [= 3. 


(e) Determinar a aceleração no instante /. 


a 


2. Influências externas produzem uma aceleração numa partícula de tal forma que a equação de 


E P b : 
seu movimento retilíneo é у = T + ct , onde y é o deslocamento e t o tempo. 


(a) Qual a velocidade da partícula no instante t = 2? 


(b) Qual é a equação da aceleração? 


3. А posição de uma partícula que se move no eixo dos x depende do tempo de acordo com a 


equação x = з? — P, em que x vem expresso em metros e z em segundos. 
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(a) Qualéo seu deslocamento depois dos primeiros 4 segundos? 
(b) Qual a velocidade da partícula ao terminar cada um dos 4 primeiros segundos? 


(c) Qual é a aceleração da partícula em cada um dos 4 primeiros segundos? 


Um corpo cai livremente partindo do repouso. Calcule sua posição e sua velocidade depois de 
decorridos 1 e 2 segundos. (Da Física, use a equação у = vy — j g para determinar a 
posição y do corpo, onde v, é a velocidade inicial e g = 9,8 m/s?. 


Numa granja experimental, constatou-se que uma ave em desenvolvimento pesa em gramas 


20 + G + 4? 
wW) = 


24,4t + 604 , 60 < t < 90, 


, 0 < t < 60 


onde t é medido em dias. 


(a) Qual a razão de aumento do peso da ave quando t = 50? 
(b) Quanto a ave aumentará no 51º dia? 
(c) Qual a razão de aumento do peso quando г = 80? 


Uma peça de came foi colocada num freezer no instante z = 0. Após t horas, sua temperatura, 
em graus centígrados, é dada por 


T() = 30 — 5t + ,0<1<5. 


4 
t+1 
Qual a velocidade de redução de sua temperatura após 2 horas? 


A temperatura de um gás é mantida constante e sua pressão p em kgf/cm? e volume v em cm? 


estão relacionadas pela igualdade vp = c, onde c é constante. Achar a razão de variação do 
volume em relação à pressão quando esta vale 10 kgf/cm?. 


Uma piscina está sendo drenada para limpeza. Se o seu volume de água inicial era de 90.000 
litros e depois de um tempo de z horas este volume diminuiu 2500 2 litros, determinar: 


(a) tempo necessário para o esvaziamento da piscina; 


10. 


“и. 
12. 


13. 
14. 


15. 
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(b) taxa média de escoamento no intervalo [2, 5]; 
(c) taxa de escoamento depois de 2 horas do início do processo. 


Um apartamento está alugado por Cr$ 4.500,00. Este aluguel sofrerá um reajuste anual de 
Cr$ 1.550,00. 


(a) Expresse a função com a qual podemos calcular a taxa de variação do aluguel, em t anos. 
(b) Calcule a taxa de variação do aluguel após 4 anos. 
(c) Qual a porcentagem de variação do aluguel depois de 1 ano do primeiro reajuste? 


(d) Que acontecerá à porcentagem de variação depois de alguns anos? 
Numa pequena comunidade obteve-se uma estimativa que daqui a z anos a população será de 


5 : 
p (D) = 20 — 20 milhares. 


(a) Daqui a 18 meses, qual será a taxa de variação da população desta comunidade? 


(b) Qual será a variação real sofrida durante o 18º mês? 


Seja r a raiz cúbica de um número real x. Encontre a taxa de variação de r em relação a x 
quando x for igual a 8. 


— 


Um líquido goteja em um recipiente. Após £ horas, há 5t — t1? litros no recipiente. Qual a taxa 
de gotejamento de líquido no recipiente, em l/hora, quando t = 16 horas? 


Um tanque tem a forma de um cilindro circular reto de 5 m de raio de base e 10 m de altura. 
No tempo t = 0, a água começa a fluir no tanque à razão de 25 m?/h. Com que velocidade o 
nível de água sobe? Quanto tempo levará para o tanque ficar cheio? 


Achar a razão de variação do volume v de um cubo em relação ao comprimento de sua 
diagonal. Se a diagonal está se expandindo a uma taxa de 2 m/s, qual a razão de variação do 
volume quando a diagonal mede 3 m? 


Uma usina de britagem produz pó de pedra, que ao ser depositado no solo, forma uma pilha 
cônica onde a altura é aproximadamente igual a 4/3 do raio da base. 
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16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


(a) Determinar a razão de variação do volume em relação ao raio da base. 


(b) Se o raio da base varia a uma taxa de 20 cm/s, qual a razão de variação do volume 
quando o raio mede 2 m? 


Os lados de um triángulo equilátero crescem à taxa de 2,5 cm/s. 


(a) Qual é a taxa de crescimento da área desse triângulo, quando os lados tiverem 12 cm de 
comprimento? 


(b) Qual é a taxa de crescimento do perímetro, quando os lados medirem 10 cm de 
comprimento? 


Um objeto se move sobre a parábola y = 2x? + Зх — 1 de tal modo que sua abscissa varia à 
taxa de 6 unidades por minuto. Qual é a taxa de variação de sua ordenada quando o objeto 
estiver no ponto (0, —1)? 


Um trem deixa uma estação, num certo instante, e vai para a direção norte à razão de 80 km/h. 
Um segundo trem deixa a mesma estação 2 horas depois e vai na direção leste à razão de 
95 km/h. Achar a taxa na qual estão se separando os dois trens 2 horas e 30 minutos depois 
do segundo trem deixar a estação. 


Uma lâmpada colocada em um poste está a 4 m de altura. Se uma criança de 90 cm de altura 
caminha afastando-se da lâmpada à razão de 5 m/s, com que rapidez se alonga sua sombra? 


O raio de um cone é sempre igual à metade de sua altura Л. Determinar a taxa de variação da 
área da base em relação ao volume do cone. 


Análise do Comportamento das Funções 


Dada uma curva y = f(x), usaremos a derivada para obter alguns dados acerca 


da curva. Por exemplo, discutiremos os pontos de máximos e mínimos, os intervalos 
onde a curva é crescente ou decrescente. 


Esses dados nos levam a um método geral para construir esboços de gráficos 


de funções. 
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5.4 MÁXIMOS E MÍNIMOS 


A Figura 5.3 nos mostra o gráfico de uma função y = f(x), onde assinalamos 
pontos de abscissas Ху, X, Xs CX, 


Ү 


Figura 5-3 


Esses pontos são chamados pontos extremos da função. f(x,) e ДХ.) são cha- 
mados máximos relativos e f(x,), f(x,) são chamados mínimos relativos. 


Podemos formalizar as definições. 


5.4.1 Definição. Uma função f tem um máximo relativo em c, se existir um interva- 
lo aberto I, contendo c, tal que f(c) > f(x) para todo xe IN D( f). 


5.4.2 Definição. Uma função f tem um mínimo relativo em c, se existir um interva- 
lo aberto /, contendo c, tal que с) < f(x) para todo xe I ^^ D( f). 


5.4.3 Exemplo. A função f(x) = 3x* — 12x? tem um máximo relativo em c, = 0, pois 
existe o intervalo (-2, 2) tal que f(0) > f(x) para todo x e (-2, 2). 


Em с, = -\2 е (y = + ҮЗ, a função dada tem mínimos relativos pois 


85-12) € f(x) para todo x e (420) e f(N2) € f(x) para todo x e (0, 2) (ver 
Figura 5.4). b 
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-12 


Figura 5-4 


A proposição seguinte permite encontrar os possíveis pontos extremos de uma 
função. | 


5.4.4 Proposição. Suponhamos que f(x) existe para todos os valores de x € (a, b) e 
que f tem um extremo relativo em c, onde a < c < b. Se f (c) existe, 
então f'(c) = 0. i 


Prova. Suponhamos que f tem um ponto de máximo relativo em c e que f ' (c) existe. 
, Entáo, 


f'(c)- lim _ Дх) -f). lim fo) – Ro. 
x — c ES € xoc AUD xoc PEE 


Como f tem um ponto de máximo relativo em c, pela definição 5.4.1, se x 
estiver suficientemente próximo de c temos que fe) > f(x) ou f(x) — Kc) 50. 


x) — Ke 2 
Se x —c*, temos x — c > 0. Portanto, fe) – fto) < 0e então 


Рс) = lim 3) - ЭРЭЭ (1) 


й x) — Ac 2 
Se x эс, temos x — c < 0. Portanto, K9 — Re) > 0 e então 
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fece PERO р 0) 


Por (7) e (2), concluímos que f '(c) = 0. 


Se f tem um ponto de mínimo relativo em c, a demonstração é análoga. 


Esta proposição pode ser interpretada geometricamente. Se f tem um extremo 
relativo em c e se f '(c) existe, entáo o gráfico de y — f(x) tem uma reta tangente 
horizontal no ponto onde x = c. | 


Da proposição, podemos concluir que quando f ' (c) existe, a condição f '(c).- 0 
é necessária para a existência de um extremo relativo em c. Esta condição não é 
suficiente (ver Figura 5.5(a)). Isto é, se f ' (c) = 0, a função f pode ter ou não um extremo 
relativo no ponto c. 


Da mesma forma, a Figura 5.5(b) e (c) nos mostra que quando f ' (c) não existe, 
fx) pode ter ou não um extremo relativo em c. 


Y Y AY 
0 X 
с X 
С 
X 
(a) (b) (c) 
Figura 5-5 


O ponto c € D( f ) tal que f '(c) = 0 ou f '(c) não existe, é chamado ponto 
crítico de f. 


Portanto, uma condição necessária para a existência de um extremo relativo 
em um ponto c é que c seja um ponto crítico. 


É interessante verificar que uma função definida num dado intervalo pode 
admitir diversos pontos extremos relativos. O maior valor da fungáo num intervalo é 
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chamado máximo absoluto da função nesse intervalo. Analogamente, o menor valor é 
chamado mínimo absoluto. 


Por exemplo, a função f(x) = 3x tem um mínimo absoluto igual a 3 em [1, 3). 
Não existe um máximo absoluto em [1, 3) . 


A função f(x) = —2 + 2 possui um máximo absoluto igual a 2 em (-3, 2). 
Também podemos dizer que —7 é mínimo absoluto em [-3, 2]. 


Temos a seguinte proposição, cuja demonstração será omitida. 


5.4.5 Proposição. Seja f: [а, b] > R uma função contínua, definida em um interva- 
lo fechado [a, b]. Então f assume máximo e mínimo absoluto em [a, b]. 


Para analisarmos o máximo e o mínimo absoluto de uma função quando o 
intervalo não for especificado usamos as definições que seguem. 


5.4.6 Definição. Dizemos que Ќс) é o máximo absoluto da função f, se c e D(f)e 
Kc) > f(x) para todos os valores de x no domínio de f. 


5.4.7 Definição. Dizemos que f(c) é o mínimo absoluto da função f se ce D( f), е 
Kc) < f(x) para todos os valores de x no domínio de f. 


5.4.8 Exemplos 


(D A função f(x) = x? + бх — 3 tem um mínimo absoluto iguala —12 em 
c = 3, já que f(-3) = -12 < f(x) para todos os valores de x e D(f ) (ver Figura 5.6(a)). 


(ii) A função f(x) = —x? + бх — 3 tem um máximo absoluto igual a 6 em 
c = 3, já que f(3) = 6 > f(x) para todos os x e D(f ) (ver Figura 5.6(b)). 
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AY 


1 
1 
1 
1 
1 
f 
' 
' 
1 
1 
1 


(b) 
Figura 5-6 


5.5 TEOREMAS SOBRE DERIVADAS 


5.5.1 Teorema de Rolle. Seja fuma função definida e contínua em [a, b] e derivá- 
vel em (а, b). Se Ќа) = f(b) = 0, então existe pelo menos um ponto c entre a e 
b tal que f ' (c) = 0. 


Prova. Faremos a prova em duas partes. 


1º parte. Seja f(x) = 0, para todo x, a € x € b. Então f ' (x) = 0 para todo x, a < x < b. 
Portanto, qualquer número entre a e b pode ser tomado para c. 


2º parte. Seja f(x) + 0, para algum x, a < x < b. Como f é contínua em [a, b], pela 
proposição 5.4.5, f atinge seu máximo e seu mínimo em Ta, b]. Sendo f(x) + 0 E 
algum x e (a, Б), um dos extremos de f será diferente de zero. Como Ќа) = Rb) = 

esse extremo será atingido em um ponto c є (a, D). 


Como f é derivável em c e (a, b), usando a proposição 5.4.4, concluímos 
que f '(c) = 0. 
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5.5.2 Teorema do Valor Médio. Seja f uma função contínua em [a, b] e derivá- 
vel em (a, b). Então existe um número c no intervalo (a, b) tal que 


Ra 


Antes de provar este teorema apresentaremos sua interpretação geométrica. 


Geometricamente, o teorema do valor médio estabelece que se a função 
у = f(x) é contínua em [a, b] e derivável em (a, b), então existe pelo menos um ponto 
c entre a e b onde a tangente à curva é paralela à corda que une os pontos P (a, f(a)) 
e Q (b, f(b)) (ver Figura 5.7). 


1 

=i | 
1 1 

| 
i | 
а с 


Figura 5-7 


Prova do Teorema do Valor Médio. Sejam P (a, f(a)) e Q (b, f(b)). A equação da reta 
20 é 


- a). 


y - fa) = 0 q 


Fazendo y = h (x), temos 


hue o - га) œ- a) + f(a). 
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Como h (x) é uma função polinomial, h (x) é contínua e derivável em todos 
os pontos. 


Consideremos a função g (x) = f(x) — h (x). Esta função determina a distância 
vertical entre um ponto (x, f(x)) do gráfico de fe o ponto correspondente na reta secante 


Temos, 


80) = f) -AO a qa). 


A função g (x) satisfaz as hipóteses do Teorema de Rolle em [a, b]. De fato, 


(0 g (x) é contínua em [a, b] já que f(x) e h (x) são contínuas em fa, b]. 
(ii) g (x) é derivável em (a, b) pois f(x) e h (x) são deriváveis em (a, b). 
(iii) g (a) = g (b) = 0, pois | 


ea) = fa) LO ÃO a _ a) - ña)= 0 


gt) = 10) - AO (ьа - fa) = 0. 
Portanto, existe um ponto c entre a e b tal que g'(c) = O 
Como g (х) = (х) - к) À) , temos 

во = f - 39 o 


e desta forma, 


f = к= 
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5.6 FUNÇÕES CRESCENTES E DECRESCENTES 


5.6.1 Definição. Dizemos que uma função f, definida num intervalo /, é crescente 
neste intervalo se para quaisquer x,, x, € 1, x, < x,, temos Rx) < Kx) (ver 
Figura 5.8). 


Figura 5-8 Figura 5-9 


5.6.2 Definição. Dizemos que uma função f, definida num intervalo I, é decrescen- 
te nesse intervalo se para quaisquer x,, x, € I, x, < x, temos f(x) 2 f(x) (ver 
Figura 5.9). 
Se uma fungáo é crescente ou decrescente num intervalo, dizemos que é 
monótona neste intervalo. 


Analisando geometricamente o sinal da derivada podemos determinar os in- 
tervalos onde uma fungáo derivável é crescente ou decrescente. Temos a seguinte 
proposição. 


5.6.3 Proposição. Seja f uma função contínua no intervalo [a, b] e derivável no 
intervalo (a, b). 


(O Sef'(x)> О para todo x e (a, b) então f é crescente em [a, b]; 


(1) Sef'(x)«O para todo x e (a, b) então f é decrescente em [a, b]. 
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Prova. Sejam x, e x, dois números quaisquer em [a, b] tais que x, < x,. Então f é 
contínua em IX,» xj e derivável em (x), x). Pelo teorema do valor médio, segue que 


dce (x,x) tal que fc) = мэн = 
2 1 


( Por hipótese, f '(x) > O para todo x € (a, b). Então f '(c) > 0. Como 
X, < ху, X, — x, > 0. 


Analisando a igualdade (1), concluímos que f(x,) — f(x,) > 0, ou seja, 


Je) > fe). 


Logo, f é crescente em [a, b]. 


(ii) Neste caso, f '(x) «0 para todo x e (a, b). Temos então f '(c) < 0 e 


x, — Xx, > 0. 


Analisando a igualdade (1), concluímos que f(x,) — f(x,) < 0 e dessa forma 


Лх,) < Rx). 
Logo, f é decrescente em [a, b]. 


Observamos que a hipótese da continuidade de f no intervalo fechado [a, b] é 
muito importante. De fato, tomando por exemplo, a função 


f: 10, Пэ R 

x+1, para0<x<i 
Дх) = 

1 ‚ parax=1 


temos que f '(x) = 1 > 0 para todo x e (0, 1) e no entanto, f não é crescente em 10, 11. 


A proposição não pode ser aplicada porque f(x) não é contínua по ponto 1. 
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5.6.4 Exemplos. Determinar os intervalos nos quais as funções seguintes são 
crescentes ou decrescentes. 


(0 fo=4+1. 
Vamos derivar a função e analisar quais os números х tais que f '(x) > 0e 
quais os números x tais que f '(x) < 0. 


Temos, 


РО) = 322. 


Como 3x? é maior que zero para todo x # 0, concluímos que a função é sempre 
crescente. 


A Figura 5.10 ilustra este exemplo. 


(10) Ka =< — x+ 5. 


Temos f ' (x) = 2x — 1. Então, para 2x — 1 > 0 ou x > 1/2 a função é crescente. 


Para 2x - 1 < 0 ou x < 1/2 a função é decrescente (уег Figura 5.11). 
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xv 


22 — 4, se x 
(ш) Дх) = 


-x — 1, se X 


IA 
pa 


IV 
ha 


O gráfico de f(x) pode ser visto na Figura 5.12. 


Y 


Figura 5-12 


Se x < 1, então f ' (x) = 4x. Temos, 
4x > 0 para x e (0, 1); 


4х < 0 para xe E eo, 0). 
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Se x > 1, temos f '(x) = —1. Então, f '(x) < O para todo x e (1, + e). 
Concluímos que f é crescente em [0, 1] e decrescente em (- es, 0] U [1, + ee). 


5.7 CRITÉRIOS PARA DETERMINAR OS EXTREMOS 
DE UMA FUNÇÃO 


A seguir demonstraremos teoremas que estabelecem critérios para determinar 
os extremos de uma função. 


é 


5.7.1 Teorema (Critério da derivada primeira para determinação de 
extremos). Seja f uma função contínua num intervalo fechado [a, b] que 
possui derivada em todo o ponto do intervalo (a, b), exceto possivelmente 

num ponto c. | 


(D Sef'(x)»0paratodox < c e f '(x) < О para todo x > c, então f tem um 
máximo relativo em c. I 


(ii) Sef'(x) < 0 para todo x < c e f '(x) > 0 para todo x > c, então f tem um 
mínimo relativo em c. 


Prova. 


(1) Usando a proposição 5.6.3, podemos concluir que f é crescente em [a, с] 
e decrescente em [c, b]. Portanto, f(x) < f(c) para todo x + c em (a, b) e assim f tem um 
máximo relativo em c. 


(ii) Pela proposição 5.6.3, concluímos que f é decrescente em [a, c] e 
crescente em [c, b]. Logo f(x) > Kc) para todo x # c em (a, b). Portanto, f tem um 
mínimo relativo em c. 


‚ A Figura 5.13 ilustra as diversas possibilidades do teorema. 
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Figura 5-13 


5.7.2 Exemplos 


(i) Encontrar os intervalos de crescimento, decrescimento e os máximos e 
mínimos relativos da função 


| fto = xà – 7х + 6. 


Temos f '(x) = 312 — 7, para todo x. Fazendo f '(x) = 0, vem 


32-7 = 0 
ou, 


X = + 47/3. 


Portanto, os pontos críticos da função f são + 7/3 e — 17/3 . 


Parax<-N7/3 , f (x) é positiva. Aplicando a proposição 5.6.3, concluímos 
que f é crescente em (- eo, — 7/3) ). Para — V7/3 < x < 47/3, f ' (x) é negativa. Então 
f é decrescente em |-47/3 , 17/3 ] . Para x > N7/3 , J (x) é positiva e então, f é 
crescente em [N7/3 ‚ +оо). 


. Pelo critério da derivada primeira concluímos que f tem um máximo relativo 
em —V7/3 e ftem um mínimo relativo em + 7/3 . 


A Figura 5.14 mostra um esboço do gráfico de f. 
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Figura 5-14 


(ii) Seja 


(x-2?-3, ѕвех< 5 
fa) = 
1/2(х + 7) , sex» 5. 


Sex < 5, temos f'(x) = 2 (x — 2) е se x > 5 temos f '(x) =.1/2. 


 Aindaf; (5) = 1⁄2 e f? (5) = 6. Logo, f '(5) não existe e então 5 é um 
ponto crítico de f. 


O ponto x = 2 também é ponto crítico, pois f ' (2) = 0. 


Se x < 2, f '(x) é negativa. Então pela proposição 5.6.3, f é decrescente em 
E сем; 2]. | 


Se 2 < x < 5, f’ (x) é positiva. Então f é crescente em [2, 5]. 
Se x > 5, f ' (x) é positiva. Então.f é crescente em [5, + оо). 


Pelo critério da derivada primeira, concluímos que f tem um mínimo relativo 
em x = 2. 


Apresentamos o gráfico de f na Figura 5.15. 
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5.7.3 Teorema (Critério da derivada 2º para determinação de extremos 

de uma função). Sejam f uma função derivável num intervalo (a, b) e c um 

ponto crítico de f neste intervalo, isto é, f’ (c) = 0, com a < c < b. Se f admite a 
derivada f " em (a, b), temos: 


(1)  Sef"(c) «O0, f tem um valor máximo relativo em c. 


(ii) Sef”(c) > 0, f tem um valor mínimo relativo em с. 


Prova. Para provar este teorema utilizaremos o seguinte resultado que não foi mencio- 

nado no Capítulo 3. “Se lim fx) existe e é negativo, existe um intervalo aberto 
хәа 

contendo a tal que f(x) < O para todo x + а no intervalo”. 


Prova de (i). Por hipótese f ” (c) existe e f" (c) < 0. Então, 


f”(c)= lim EE Ыя 


xc x—€ 


Portanto, existe um intervalo aberto 7, contendo c, tal que 


CESACIÓN 


1252 para todo х є 1. 0) 
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Seja А o intervalo aberto que contém todos os pontos x € Г tais que x < c. 
Então, с é o extremo direito do intervalo aberto А. 


Seja B o intervalo aberto que contém todos os pontos x € / tais que x > с. ^ ~ 


Assim, c é o extremo esquerdo do intervalo aberto B. 
Se x € A, temos x — c < 0. De (1), resulta que f '(x) > f '(c). 
Se x e B,x—c > 0. De (1), resulta que f '(x) < f '(c). 


Como f '(c) = 0, concluímos que sexe A, f'(x) > 0 e se x e B, f ' (x) < 0. 
Pelo critério da derivada primeira (teorema 5.7.1), f tem um valor máximo relativo 
em c. 


A prova de (ii) é análoga. 


critério da derivada segunda. 


d) A= 18x + 324 


Temos, 
if '(x) = 18 + 6x— 122. 
е f”'@) = Ge 24x. 


Fazendo f ' (x) = 0, temos 18 + бх — 12x? = 0. Resolvendo esta equação obtemos 
os pontos críticos de 1 que são 30 e-l. 


“Como f 452 = -30 « 0, 2) tem um valor máximo relativo em 3/2. 
Como f ”(—1) = 30 > 0, f tem um valor mínimo relativo em —1. 
(й) fæ =x x- 2 


Neste exemplo, temos 


ГО) = х-2(х-1)+(х—1)?.1 
32 -4x +1 
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e f(x) = 6x-4. 


Fazendo f '(x) = 3х2 — 4x + 1 = 0 e resolvendo a equação obtemos os pontos 
críticos de f, que neste caso são 1 e 1/3. 


Сото f ”(1) = 2» 0, f tem um valor mínimo relativo em 1. Como 
f" (0/3) = -2 < 0, f tem um valor máximo relativo em 1/3. | 


(iii) fo = 6-30 +2 22. 


Temos, 
; 3 
ГО) = 6-6 + 2 x. 
e f(x) = -6-43х. 


Fazendo f '(x) = 0, temos 6 — 6x + x? = 0 . Resolvendo a equação, 
obtemos x = 2 que neste caso é o único ponto crítico de f. 
Como f ” (2) = 0 nada podemos afirmar com auxílio do teorema 5.7.3. 


Usando o critério da derivada primeira, concluímos que esta função é sempre 
crescente. Portanto não existem máximos nem mínimos relativos. 


5.8 CONCAVIDADE E PONTOS DE INFLEXÃO 


O conceito de concavidade é muito útil no esboço do gráfico de uma curva. 
Vamos introduzi-lo, analisando geometricamente a Figura 5.16. 


Na Figura 5.16(a) observamos que dado um ponto qualquer c entre a e b, em 
pontos próximos de c o gráfico de f está acima da tangente à curva no ponto P (c, f(c)). 
Dizemos que a curva tem concavidade voltada para cima no intervalo (a, b). 
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Y 


fu -------- 


~ O p--------*Nep 


(a (b) 


Figura 5-16 


Como f '(x) é a inclinação da reta tangente à curva, observa-se na Figura 
5.16(b), que podemos descrever esta mesma situação afirmando que no intervalo (a, b) a 
derivada f '(x) é crescente. Geometricamente, isto significa que a reta tangente gira no 
sentido anti-horário à medida que avançamos sobre a curva da esquerda para a direita. 


Analogamente, a Figura 5.17 descreve uma função que tem concavidade vol- 
tada para baixo no intervalo (a, b). 


Y 


A |---------------- 


(a) (b) 
Figura 5-17 


Na Figura 5.17(b) vemos que a tangente gira no sentido horário quando nos 
deslocamos sobre a curva da esquerda рага a direita. A derivada f ' (x) é decrescente 
em (a, b). | 
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Temos as seguintes definições: 


5.8.1 Definição. Uma função f é dita côncava para cima no intervalo (a, b), se f ' (x) 
é crescente neste intervalo. 


5.8.2 Definição. Uma função f é côncava para baixo no intervalo (a, b), se f (x) for 
decrescente neste intervalo. 


Reconhecer os intervalos onde uma curva tem concavidade voltada para cima 
ou para baixo, auxilia muito no traçado de seu gráfico. Faremos isso, analisando o sinal 
da derivada f ” (x). 


5.8.3 Proposição. Seja f uma função contínua no intervalo [a, b] e derivável até 2º 
ordem no intervalo (a, b): 


(1) Sef"(x)» 0 para todo x e (a, Б), então f é côncava para cima em 
(a, b). 


(Gi) Sef”(x) < para todo x e (a, b), então fé cóncava para baixo em (a, b). 
Prova. (i). Como f "(x) = F’ œF, se f (x) > O para todo x є (a, Б), pela proposição 
5.6.3, f ' (x) é crescente no intervalo (a, b). Logo, f é cóncava para cima em (a, b). 
Analogamente, se prova (ii). 


Podem existir pontos no gráfico de uma função nos quais a concavidade muda 
de sentido. Esses pontos são chamados pontos de inflexão. 


5.8.4 Definição. Um ponto P (c, f(c)) do gráfico de uma função contínua f é chama- 
do um ponto de inflexão, se existe um intervalo (a, b) contendo c, tal que uma 
das seguintes situações ocorra: 


(D fé côncava para cima em (a, c) e côncava para baixo em (с, b). 


(ii) fé côncava para baixo em (a, c) e côncava para cima em (c, b). 


Na Figura 5.18, os pontos de abscissa с, c>, c, e c, são pontos de inflexão. 
Vale observar que c, e c; são pontos de extremos de f e que f não é derivável nestes 
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pontos. Nos pontos c, e cz, existem as derivadas f '(c,) e f '(с,). Nos correspondentes 
pontos (c, Ќс;)) e (cy f(c4)) a reta tangente corta o gráfico de f. 


Y 


Q------------d- 


1 

1 

' 
a 


5.8.5 Exemplos. Determinar os pontos de inflexão e reconhecer os intervalos onde 
as funções seguintes tem concavidade voltada para cima ou para baixo. 


O Jy = G= D. 


Temos 
Ро) = 36-1» 
е ГО) = 6(x-1) 


Fazendo f ” (x) > 0, temos as seguintes desigualdades equivalentes 


6(x-1) > 0 
x-1 > 0 


x > 1. 


Aplicações da derivada 279 


Portanto, no intervalo (1, + оо), f " (x) > 0. Analogamente, no intervalo 
os, 1), f " (x) < 0. Pela proposição 5.8.3 f é côncava para baixo no intervalo (— ee, 1) 
e no intervalo (1, 4 o») f é cóncava para cima. 


No ponto c = 1 a concavidade muda de sentido. Logo, neste ponto, o gráfico 
de f tem um ponto de inflexão. 


Podemos ver o gráfico de f na Figura 5.19. 


Y 
1 X 
Figura 5-19 
(iD Кх) = хб – 202. 
Temos, 
fx. = 4x? — 2x 
e f"() = 122-2. 
Fazendo f " (x) > 0, vem 
122—2 > 0 
x) > 1/6 
V6 


Então 26 ou x<-— : 
X 6 6 
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Portanto, f tem concavidade para cima nos intervalos 


p dee is 
ad 6 6” ` 


No intervalo E Vó 


6 6 | , f ” (x) < 0. Portanto, neste intervalo f é côncava 


para baixo. 


Nos pontos с, = =% е с, = кв a concavidade muda de sentido. Logo, 


nestes pontos o gráfico de f tem pontos de inflexão. 


A Figura 5.20 mostra o gráfico de f onde assinalamos os pontos de inflexão. 


Figura 5-20 


2 
(iii) ftx) = 


>» para x < 1 


1-(х— 12, рага x > 1. 


Parax<1l,f'(x)=2xef"(x)=2.Parax>1,f'(x)=-2(x-1)e 
f(x) = -2. Logo, para x e os, 1), f” (x) > 0 portanto f é cóncava para cima neste 


intervalo. No intervalo (1, + œ), f " (x) < 0. Portanto, neste intervalo f é côncava para 
baixo. 


“No ponto c = 1, a concavidade muda de sentido e assim o gráfico de f apresenta 
um ponto de inflexão em c = 1. 
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O gráfico de f pode ser visto na Figura 5.21. Observamos que no ponto 
c = 1, } tem um máximo relativo. 


Figura 5-21 


5.9 ASSÍNTOTAS HORIZONTAIS E VERTICAIS 


Em aplicações práticas, encontramos com muita frequência gráficos que se 
aproximam de uma reta a medida que x cresce ou decresce (ver Figuras 5.22 e 5.23). 


Y Y 


1 
1 
1 
1 
1 
1 


Figura 5-22 


Estas retas são chamadas assíntotas. 
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Y 


Y 


o a 


Figura 5-23 


Particularmente, vamos analisar com um pouco mais de atengáo as assíntotas 
horizontais e as verticais. 


5.9.1 Definição. А reta x = a é uma assíntota vertical do gráfico de y = f(x), se pelo 
menos uma das seguintes afirmações for verdadeira: 


(D lim Дх) = +e 


xa 


(0) lim /@) = += 


xoa 


Gi) lim f(x) =-= 


xo a 


Gv) іт fx) = -o. 


х ә а 


5.9.2 Exemplo. А reta x = 2 é uma assíntota vertical do gráfico de 


1 
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1 1 
De fato, lim Б = +œ, ou també 
ар O ds: 


Р 1 1 
lim = = +оо, 
x22 (x — 2)? 0” 


A Figura 5.24 ilustra este exemplo. 


Y 


1 
1 
+ 
1 
1 
1 
1 
1 
t 
1 
1 
I 
1 
1 
J 
1 


Figura 5-24 


5.9.3 Definição. A reta y = b é uma assíntota horizontal do gráfico de у = f(x), se 
pelo menos uma das seguintes afirmações for verdadeira: 


(D lim Дю) = b 


X —Ə +e 


(iD lim fx) = b. 


x Э –% 


5.9.4 Exemplo. Аз retas y = 1 еу = –1 são assíntotas horizontais do gráfico de 
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porque lim --2--051 e lim ———==-1 (ver Figura 5.25). 


хэ += №2 +2 x>- V2 + 2 


Y 


Figura 5-25 


5.10 ESBOÇO DE GRÁFICOS 


Utilizando todos os itens citados na análise do comportamento de uma função, 
podemos fazer um resumo de atividades que nos levarão ao esboço de gráficos. 


ETAPAS PROCEDIMENTO DEFINIÇÕES E 
TEOREMAS UTILIZADOS 
ja Encontrar D( f ) 
2º Calcular os pontos de 
` | intersecção com os eixos. 
(Quando não requer muito 
cálculo.) 
32 Encontrar os pontos críticos | Segáo 5.4. 
4º Determinar os intervalos de | Proposição 5.6.3. 
crescimento e decrescimento 
de f(x) 
1 
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ETAPAS PROCEDIMENTO DEFINIÇÕES E 
TEOREMAS UTILIZADOS 

55 Encontrar os máximos е Teoremas 5.7.1 ou 5.7.3. 
mínimos relativos. 

6º Determinar a concavidade e | Proposição 5.8.3. 
os pontos de inflexão de f. 

73 Encontrar as assíntotas Definições 5.9.1 e 5.9.3. 
horizontais e verticais se 
existirem. 

Io 
8* Esboçar o gráfico. 21 


5.10.1 Exemplos. Esboçar o gráfico das funções: 


(0 Ж = 


3x! — 8х3 + 62 + 2. 


Seguindo as etapas propostas temos: 


1° etapa. D(f ) = R 


2º etapa. Intersecção com o eixo dos y. 


fo = 2 


3º etapa. f ' (x) = 12x? — 24x? + 12x. 


Resolvendo 12x? — 24x? + 12x = 0, encontramos x, = 0 e x, = 1 que são os 


pontos críticos. 


4º etapa. Fazendo f '(x) > 0, obtemos que 12x — 24x? + 12x > 0 quando x > 0. Portanto, 


f é crescente para x > 0. 


Fazendo f’ (x) < 0, obtemos que 12x? — 24x? + 12x < 0 quando x < 0. Portanto, 


f é decrescente para x € 0. 
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-5“ etapa. Temos f ” (x) = 361? — 48x + 12. 


Como f "(0) = 12 > 0, temos que o ponto O é um ponto de mínimo e f(0) = 
| é um mínimo relativo de f. ээж: = 
x М 


еб Соте) f”(1) = 0, nada ЕИ авсан 


ME 


6º etapa. Fazendo f ” (x) > 0, temos que 36x? — 48x + 12 > 0 quando x e [(- =, 1/3) 
U (1, + оо)]. | 


Então, f é côncava рага cima em (— œ , 1/3) U (1, + ee). 

Fazendo f ”(x) < 0, temos que 36x? — 48x + 12 < 0 para x e (1/3, 1). Então f 
é côncava para baixo em (1/3, 1). 

Os pontos de abscissa 1/3 e 1 são pontos de inflexão. 


7º etapa. Não existem assíntotas. 


8º etapa. Temos na Figura 5.26 o esboço do gráfico. 


Figura 5-26 


(ii) Дх -. 


O domínio de f é D(f)=R - (3). 
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Temos, 
, __ x (x m 6) 
A ER 
e 
f" = ы — ME 


(х — 3) 


Fazendo f '(x) = 0, temos 


х(х -6 q 
(x – 3)? 


e então; х= 0 e x = 6. 540 pontos críticos. 
Es 


Voos que f ' (x) > 0 quando x € [(— œ , 0) U (6, + 00)]. Assim, f é crescente 
em (— e° , 0] u [6, + =). Fazendo f ' (x) < 0, vemos que f é decrescente em (0, 6]. 


Como f ” (0) < 0, temos que 0 é ponto de máximo relativo e como f ” (6) > 0, 
temos que 6 é ponto de mínimo relativo. 


Ainda f (0) = 0 é o máximo relativo de f e f (6) = 12 é o mínimo relativo 
de f. 


26 Fazendo 


18x — 54 


1700 = (х (x-3^ 


> 0, 


obtemos que f é côncava рага сіта em (3, + co) e fazendo 


18х — 54 


айе o 


<0, 


obtemos que f é côncava para baixo em (— ee , 3). 
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Determinando os limites 


lim =2 = += 
roga Ж = 3 0* 

e 
Е > _9_ 
lim кл e шш 
x3 x-3 0 


encontramos que x = 3 é assíntota vertical. Não existe assíntota horizontal. 


A Figura 5.27 mostra o esboço do gráfico de f(x) = + . 


Y 


Figura 5-27 


(iii) Ro = @ + DIZ, 


O domínio de fx) é D( f) = R. | 
f (x) corta o eixo dos у no ponto у = 1 já que f (0) = a o eixo dos x 
em —1 já que resolvendo (x + 1)!? = 0, obtemos x =-1. 


Fazendo 


Pu) = n (х + 1723 = 0, 
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concluímos que não existe x que satisfaça f '(x) = 0. Como f '(-1) 3, o único ponto 
crítico de f ёх--1. 


Como f '(x) é sempre positiva concluímos que a função é sempre crescente. 
Não existem máximos nem mínimos. 


Como 
-2 _ 5/3 
f”@)= o (+1) ; 


concluímos que para x < — 1, f ” (x) > 0 e portanto f é côncava para cima em (— ee , -1). 
. Quando x > -1, f " (x) < 0 e então fé côncava para baixo em (-1, + e). 


O ponto de abscissa x = —1 é um ponto de inflexão. 
"Não existem assíntotas. 


A Figura 5.28 mostra o gráfico de f(x). 


Figura 5-28 


5.11 EXERCÍCIOS 


1. Em cada um dos seguintes casos, verificar se o Teorema do Valor Médio se aplica. Em caso 
afirmativo, achar um número c em (a, b), tal que >= 
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ro = 2-40. 


Interpretar geometricamente. 


a fao=1l;a=2,b=3. b fa=l;a=1,b=3. 
x x 
c) Ду)=д;а=0,Ь=4. d Ю)-х:а--2,8-0. 
e) Дх)-со8х:4-0,5-1/2. D fO=tgx;a=x/4,b=3m/4. ' 
8) foO=tgx;a=0;b=m/4. Ю fa=V1-%;a=-1,b=0. 
D D= Nrza=-1,b=1. Л fo-kl;ia-s-l,b-1. 


2. funçao f(x) = x^? -létal que f(-1) = Д1) = 0. Por que ela não verifica o Teorema de Rolle 
no intervalo [-1, 1]? 


3. ЅејаДх) = –х* + 82 +9. Mostrar que f satisfaz as condições do Teorema de Rolle no intervalo 
1-3, 3] e determinar os valores de c € (-3, 3) que satisfaçam f ' (c) = 0. 


fi 


4. Usando o teorema do valor médio provar que: 
a) lsenO-senaixiO-ai, V Ө, ac R; 
b) sen0s0,020. 


5. Determinar os pontos críticos das seguintes funções, se existirem. 


a) y=3x+4 b у=22-3х+8 
с) у-2-2х-3 d у-(х-2)(х-4) 
e) y=3-e p y-i +222 45x43. 


8) узх +42 h) y=senx 


k у= е-х 
) = x 
шаг 2 
х х«0 
o) Ж = 


, x20 


D 


D 


n) 
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y = Sen x — COS x 
у = (2-9 


у-12х-3| 


Determinar os intervalos nos quais as funções seguintes são crescentes ou decrescentes. 


а) fQ)s2x-1 

с) РО) = 302 -6х-7 

e) Ро) =(х-1) (0-2) (x +3) 
8) Ро) = 2° 

D fQ)=xe* wv 


Ю о) =х+1 Y 
X 


b) 


d) 


7 


h) 


10)-3-5х 

Ро) = х +2 2 4x +2 
Ах) = 5 +senx V 
fO)=e* 4- 


fog = =. 


х-1 


Дх) = е sen х, xe [0,27]. 


Determinar os máximos e mínimos das seguintes funções, nos intervalos indicados. 


а) f0)=1-3x, [-2, 2] 
c) f(G)z4-3x43x?, [0,3] 


x 
3 1-2,2| 
+ 


e fo) = 
1 


g) Д\х)=совһх, [2,2] 


b) 


d) 


7 


h) 


f (9 2 x3 —4 , 1, 3] 


fo = -x , [0,5] 


f=Ix-21,[1,4] 


Ро) = tgh X, 1-2, 2| 
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i fwW=cos3x, [0,27] 7 Хо) =соѕ2 х, [0,27] 


k) fæ) = sen? x- 1, [0, 1/2]. 


Encontrar os intervalos de crescimento, decrescimento, os máximos е os mínimos relativos 
das seguintes funções. 


а) Дх=2х+5 b) Дә) = 302 +6х+1 
c) а(х) = 4:382 4) Му = 4 +1з2-6х+5 
_ 1—1 _ 1 
e) a $ Macr 
g) в(ху=хе* h) ЮМ = Tr 
x+4, x<-2 


i) ГТ0)-12-6х!| D #0) = 
: 1-2, х>-2 


3-4, t>0 l+x, x<-l 


Дх) = 
4+3, 140 ` l-2, х>—1 


TO) 


il 
> 


10-(x-3? , x<-2 q 
т) gx) = 45x — 1) , Q<x<-l 


-V91+œ - 22, х»-1 
Encontrar os pontos de máximo e mínimo relativos das seguintes funções, se existirem. 
a) Қх) = 792 -6x «3 | b) g@)=4xr- 2 


c) нэ = iX +30 — x + 9 4) h( = *-3 д +4 dx 
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10. 


11. 


13. 


14. 


2,t«0 : 
e f0- Р fos6e0.-2x 
32, t 20 
g) Дх) = 5+ (x - 2/3 h) fo=3+0x+3% 
1 4х | x+1 
=——— ə h = 
i 80) 201 D (x) Л 


ЕЮ Ж) = (x+ 2)2(х- 1 D К = 0116-х. 


Ea 


1 
Mostrar que у = 
números a > 1. 


tem seu valor máximo em x = e (número neperiano) para todos os 


Determinar os coeficientes a e b de forma que a função f(x) = Prad+b tenha um extremo 
relativo no ponto (2, 1). 


Encontrar a, Б, c e d tal que a função f(x) = 2ах? + bx2 — cx + d “tenha pontos críticos em 
x=0ex=1.Sea>o0, qual deles é de máximo, qual é de mínimo? 


Demonstrar que a função y = a х2 +bx+c,xe R, tem máximo se, e somente se, a < 0; e 
mínimo se, e somente se, a > 0. 


Determinar os pontos de inflexão e reconhecer os intervalos onde as funções seguintes tem 
concavidade voltada para cima ou para baixo. 


a) fO@)=- x +5x -6x | b) р) = 3х – 198 — 1222 + 10х+9 
с) Дх) = 1 d) Дх) = 2x e?* 

x+ 4 
e fo)= e P Жә=4Хх+ї -№ 21 
g) Ж = 2+9 h Кд =е*соѕг, гє [0, 2л] 


(t – 3)? 
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2x- x2, x<1 2-4, х<2 
D ДХ = D Ж = 
x , x21 4-2, х»2 


15. Determinar as assíntotas horizontais e verticais do gráfico das seguintes funções: 


214 2-3 
à Л) = 2 » folc 
A. ы-2 FORE ON 
2 — aT © do на) 
e == б f9-- 
“та Vx - 3 
22 x 
) PSA h Je) = == 
шаг Vê - 16 EE sss 
D foe D Ko=e-1 
К) Дх)-1шх. 


N 


16.  Esbogar o gráfico das seguintes funções: 


а) у= №+4х+2 b) у-(х-3)(х-2) 

шал э? _ >x El = - 2 2 _ 
NDA 27 d у-х 3 12x + 3 
e) y= t + 3 É - 22 P y=x-32x+48 

= e __2x 
8) LERE h y 2 
D у= +1 D y=— 2 

(x + 2)(х — 3) 2 - 2x-3 
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k) = — D y = cosh x 
т) у=? m у= е 
o) y = № (2х+ 3) _ DÐ у= (6-1). 


5.12 PROBLEMAS DE MAXIMIZAÇÃO Е MINIMIZAÇÃO 


A seguir apresentamos alguns problemas práticos em diversas áreas, onde 
aplicamos o que foi visto nas Seções 5.4 e 5.7 sobre máximos e mínimos. 


O primeiro passo para solucionar estes problemas é escrever precisamente 
“qual a função que deverá ser analisada. Esta função poderá ser escrita em função de 
uma ou mais variáveis. Quando a função é de mais de uma variável devemos procurar 
expressar uma das variáveis em função da outra. 


Com a função bem definida, devemos identificar um intervalo apropiado e 
então proceder a rotina matemática aplicando definiçõesé teoremas. 


5.12.1 Exemplos 


(1) Na Biologia, encontramos a fórmula ф = V - 4, onde ф é o fluxo de ar na 
traquéia, V é a velocidade do ar e А a área do círculo formado ao seccionarmos a 
traquéia (ver Figura 5.29). 


Figura 5-29 


Quando tossimos, o raio diminui, afetando a velocidade do ar na traquéia. 
Sendo r, o raio normal da traquéia, a relação entre a velocidade V e o raio r da traquéia 
durante a tosse é dada por V (r) = а · r? (rg — r), onde a é uma constante positiva. 
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(a) Calcular o raio r em que é maior a velocidade do ar. 


(b) Calcular o valor de r com o qual teremos o maior fluxo possível. 


Solução. 


(a) O raio r da traquéia contraída não pode ser maior que o raio normal го, 
nem menor que zero, ou seja, 0 < r < rs. 

Neste item vamos encontrar o máximo absoluto da função V(r) em 
0 < r < r,. 


Temos, 


Vr = a r*(r, – ғ); 
V (r) 


2a ryr - 3a r. 


Fazendo V *(r) = 2a ry r — За r? = 0, obtemos os pontos críticos n = 2 „е 


r, = 0. 
Temos V ” (r) = 2a r, — 6a r. Como V ” (0) = 2a r, > 0, concluímos que r, = 0 é 


um mínimo relativo. Como V ” (2/3 ro) é um valor negativo, concluímos que гэ 2/3 ro é 
um valor máximo relativo. 


Рага r € [0, г], temos que o máximo absoluto é V(2/3r,) = 4a/ 27% i 


Diante deste resultado afirmamos que a velocidade do ar na traquéia é maior 
quando o raio r da mesma, é dois terços do raio r, da traquéia não contraída. 


(b) Podemos escrever a função ф = V - A em função do raio r da traquéia: 


$r) = ar? (rp - r) : nr. 


Queremos encontrar o máximo absoluto da função %(r) em 0 < r < ro 
Temos, $'(r) = 4a n r, r? — Sam r^. | 


| Fazendo (” (r) = 4a z rọ r? — Sa т r* = 0, obtemos ғ, = 0 e r, = 4/5 гр como 
pontos críticos de Q(r). 


Erfurt pls meum - 


E 


Aplicações da derivada 297 


Temos 4” (r) = 12a 1 rs г? — 20a n r. 
Logo, $” (0) = 0 e $" (4/5 r) = 54/25 a T т. Concluímos que em 4/5 r, temos 
um ponto de máximo relativo. | 


O ponto r, = O é um ponto de mínimo relativo, pois a função Q(r) decresce 
em (— co, 0] e cresce em (0, 4/5 ro]. 


O máximo absoluto em (0, r] será ф(4/5 r) que é igual à 256/3125 ал г : 


Portanto, o maior fluxo possível é obtido quando r = 4/5 ro. 


(2) Uma rede de água potável ligará uma central de abastecimento situada à 
margem de um rio de 500 metros de largura a um conjunto habitacional situado na outra 
margem do rio, 2000 metros abaixo da central. O custo da obra através do rio é de 
Cr$ 640,00 por metro, enquanto, em terra, custa Cr$ 312,00. Qual é a forma mais 
econômica de se instalar a rede de água potável? 


Solução. A Figura 5.30 esquematiza a função que dará o custo da obra: 


fl) = (2000 — x) - 312,00 + va? + 5002 - 640,00. 


ihe: (2000 - x ——— 


CONJUNTO 
HABITACIONAL 


CENTRAL DE 
ABASTECIMENTO 


Figura 5-30 


Nosso objetivo será calcular o mínimo absoluto dessa função para O < x < 2000. 
Temos, 


640,00 x 


I = —312,00 + ` 
ДЕ Nx? + 500? ` 
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Resolvendo a equação 


640,00 x 
- 312,00 + -= = 
vx + 500? 


obtemos que x = 279,17 m é um ponto crítico. 


Temos, 


st _ 500 - 640,00. 
re (2 + 5005372 


Como f” (279,17) > 0, temos que x = 279,17 é um ponto de mínimo relativo. 
Resta-nos saber se este mínimo é absoluto no intervalo O < x < 2000. 


Como o único ponto crítico de f no intervalo aberto (0, 2000) é x = 279,17, 
este ponto é mínimo absoluto neste intervalo. Como  f(0) > f(279,17) e 
А2000) > 279,17), concluímos que a obra poderá ser realizada com o menor custo 


possível se a canalização de água alcançar o outro lado do rio 279,17 m abaixo da 
central de abastecimento. | 


(3) Um galpão deve ser construído tendo uma área retangular de 12100 m?. 
A prefeitura exige que exista um espaço livre de 25 m na frente, 20 m atrás e 12 m em 


cada lado. Encontre as dimensões do lote que tenha a área mínima na qual possa ser 
construído este galpão. 


Solução. A Figura 5.31 ajuda a definir a função que vamos minimizar. 


Figura 5-31 
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Sabemos que А = 12100 m? = x · у. | (1) 


A função que definirá a área do lote é 


5 = (х412-12)(у-25-20) 
= (х+24) (у + 45). 0) 
De (1), obtemos que у = 12100 . Substituindo em (2), vem 
x 


50) = (x + 24) Pos + i 


x 


Esta é a função que queremos minimizar. 


--- Temos, 


870) = 45x? — 290400 | 
E? 

Resolvendo a equação = 450 — - 20409. 230 , obtemos que x = 44099 é 
um ponto crítico. (x é uma medida e portanto consideramos só o valor positivo.) 

Temos que S (х) = e portanto Š 1-2 | > 0.x = do d éum 

x 

ponto de mínimo. 

Fazendo x = 44 ыг = 80,33m, obtemos que 


y = 12100 _ 12100 
x 44430/3 


= 150,62m, 


e então, a área mínima é obtida quando as dimensões do lote forem aproximadamente 
(80,33 + 24) m x (150,62 + 45) m. 
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(4) Ота caixa sem tampa, de base quadrada, deve ser construída de forma 


que o seu volume seja 2500 m?. O material da base vai custar Cr$ 1200,00 por 
2 


que o custo do material seja mínimo. 


Solução. 


Observando a Figura 5.32, escrevemos a função que dá o custo do material: 


C = x? - 1200,00 + 4xy - 980,00. | (1) 


+—— 


+— x—— 


w dx 


Figura 5-32 


Como V = x2y = 2500 cm?, temos que a dimensão y pode ser escrita como 
y = 2500/x2. 


Substituindo esse resultado em (1), obtemos 
C (x) = 1200,00 - x? + 9.800.000,00/x, 


que é a função que queremos minimizar. 


m? e o material dos lados Cr$ 980,00 por m?. Encontre as dimensões da caixa de modo 


ter 
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Temos, 
= 2400,00x? — 9.800.000,00 
C’) = ps 
E 
Resolvendo a equação 2100.00 — 9.800.000,00 = 0, encontramos 
3198 _ Es . 
х=5 qS 15,983 m, que é o ponto crítico que nos interessa. 


De fato, para x = 15,983 vamos ter um ponto de mínimo, já que C” (15,983) > 0. 


Portanto, as dimensões da caixa de modo a obter o menor custo possível são 
x = 15,983 теу = 9,785 m. 


5.13 EXERCÍCIOS 


1. Um fio de comprimento / é cortado em dois pedaços. Com um deles se fará um círculo e com 
o outro um quadrado. 


a) Como devemos cortar o fio a fim de que a soma das duas áreas compreendidas pelas 
figuras seja mínima? 


b) Como devemos cortar o fio a fim de que a soma das áreas compreendidas seja máxima? 


2. Determinar o ponto P situado sobre o gráfico da hipérbole xy = 1, que está mais próximo da 
origem. 


3. Um fazendeiro tem 200 bois, cada um pesando 300 kg. Até agora ele gastou Cr$ 380.000,00 
para criar os bois e continuará gastando Cr$ 2,00 por dia para manter um boi. Os bois 
aumentam de peso a uma razão de 1,5 kg por dia. Seu preço de venda, hoje, é de Cr$ 18,00 o 


quilo, mas o preço cai 5 centavos por dia. Quantos dias deveria o fazendeiro aguardar para 
maximizar seu lucro? 


4. Achar dois números positivos cuja soma seja 70 e cujo produto seja o maior possível. 
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10. 


п. 


12. 


13. 
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Usando uma folha quadrada de cartolina, de lado a, deseja-se construir uma caixa sem tampa, 
cortando em seus cantos quadrados iguais e dobrando convenientemente a parte restante. 
Determinar o lado dos quadrados que devem ser cortados de modo que o volume da caixa seja 
o maior possível. 


Determinar as dimensões de uma lata cilíndrica, com tampa, com volume V, de forma que a 
sua área total seja mínima. 


Duas indústrias А e В necessitam de água potável. A figura a seguir esquematiza a posição das 
indústrias, bem como a posição de um encanamento retilíneo /, já existente. Em que ponto do 
encanamento deve ser instalado um reservatório de modo que a metragem de cano a ser 
utilizada seja mínima? 


А 
$ v 
"I EM Bo 227 
ын Peg А н 
— E RS 
3 22 2 > 
1 fe 27 3 ! 
AA — > 


RESERVATÓRIO 
Hen G l RK 


Qual é o retângulo de perímetro máximo inscrito no círculo de raio 12 cm? 


Traçar uma tangente à elipse 22? + у? = 2 de modo que a área do triângulo que ela forma com 
os eixos coordenados positivos seja mínima. Obter as coordenadas do ponto de tangência e a 
área mínima. 


Mostrar que o volume do maior cilindro reto que pode ser inscrito num cone reto é 4/9 do 
volume do cone. 


Um cone reto é cortado por um plano paralelo à sua base. A que distância da base deve ser 
feito esse corte, para que o cone reto de base na secção determinada, e de vértice no centro da 
base do cone dado, tenha volume máximo? 


Determinar o ponto А da curva y = x? + x que se encontra mais próximo de (7, 0). Mostrar 
que a reta que passa por (7, 0) e por A é normal à curva dada em A. 


Uma folha de papel contém 375 cm? de matéria impressa, com margem superior de 3,5 cm, 
margem inferior de 2 cm, margem lateral direita de 2 cm e margem lateral esquerda de 2,5 cm. 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


. Determinar quais devem ser as dimensões da folha para que haja o máximo de economia de 


papel. 


Uma janela tem a forma de um retângulo encimado por um semi-círculo. Achar as dimensões 
de modo que o perímetro seja 3,2 m e a área a maior possível. 


Um canhão, situado no solo, é posto sob um ángulo de inclinação о. Seja / o alcance do 


2 
canhão, dado por ! = 22 sen Q cos QA, onde v e g são constantes. Рага que ángulo о 
8 


alcance é máximo? 


Uma agência de turismo está organizando um serviço de barcas, de uma ilha situada a 40 km 
de uma costa quase reta, para uma cidade que dista 100 km, como mostra a figura a seguir. Se 
a barca tem uma velocidade de 18 km por hora, e os carros tem uma velocidade média de 50 
km/h, onde deverá estar situada a estação das barcas a fim de tornar a viagem a mais rápida 
possível? 


ESTAÇÃO CIDADE 
—«— — — — — — 100 Km ы 


Uma cerca de 1 m de altura está situada a uma distância de 1 m da parede lateral de um galpão. 
Qual o comprimento da menor escada cujas extremidades se apoiam na parede e no cháo do 
lado de fora da cerca? 


Seja s uma reta que passa pelo ponto (4, 3) formando um triángulo com os eixos coordenados 
positivos. Qual a equação de s para que a área desse triângulo seja mínima? 


Uma pista de atletismo com comprimento total de 400 m, consiste de 2 semi-círculos e dois 
segmentos retos, conforme figura a seguir. Determinar as dimensóes da pista, de tal forma que 
a área retangular, demarcada na figura, seja máxima. + 
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a 


q» 


20. Um cilindro circular reto está inscrito num cone circular reto de altura H = 6 m e raio da base 
R = 3,5 m. Determinar a altura e o raio da base do cilindro de volume máximo. 


21. Uma fábrica produz x milhares de unidades mensais de um determinado artigo. Se o custo 
de produção é dado por C = 2x7 + 6x? + 18x + 60, e o valor obtido na venda é dado por 
V = 60x — 12x, determinar o número ótimo de unidades mensais que maximiza o lucro / 
L-y -C. 


22. Um cilindro reto é inscrito numa esfera de raio R. Determinar esse cilindro, de forma que seu 
volume seja máximo. 


23. Um fazendeiro deve cercar dois pastos retangulares, de dimensões a e b, com um lado comum 
a. Se cada pasto deve medir 400 т? de área, determinar as dimensões a e b, de forma que o 
comprimento da cerca seja mínimo. 


24. Um fabricante, ao comprar caixas de embalagens, retangulares, exige que o comprimento de 
cada caixa seja 2 m e o volume 3 mà. Para gastar a menor quantidade de material possível na 
fabricação das caixas, quais devem ser suas dimensões? 


25. Um retângulo é inscrito num triângulo retângulo de catetos medindo 9 cm e 12 cm. 
Encontrar as dimensões do retângulo com maior área, supondo que sua posição é dada na 
figura a seguir. 


12 
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5.14 REGRAS DE I'HOSPITAL 


Nesta Seção apresentaremos um método geral para levantar indeterminações 
do tipo 0/0 ou о/о, Esse método é dado pelas regras de L'Hospital, cuja demonstração 
necessita da seguinte proposição. 


5.14.1 Proposição (Fórmula de Cauchy). Se fe g são duas funções contínuas 
em [a, b], deriváveis em (a, b) e se g (x) # O para todo x e (a, b), então existe 
um número z є (a, b) tal que 


fb) - fa) _ PG). 
s(b) – gla) 8 2) 


Prova. Provemos primeiro que g(b) – g(a) + 0. Como g é contínua em [a, b] е derivável 
em (a, b), pelo teorema do valor médio, existe c e (a, b) tal que 


в (с) = 80) — ela). (1) 
b-a 


, Como, por hipótese, g'(x) + O para todo x € (a, b), temos g'(c) + O e assim, 
pela igualdade (1), g(b) — g(a) + О. 
Consideremos a função 


fb) – Да) 


p [p g(a) 


| (80) — 8(а)]. 


A função й satisfaz as hipóteses do teorema de Rolle em [a, b], pois: 


(D Сото fe g são contínuas em [a, b], h é contínua em [a, b]; 
(1) Como f e g são deriváveis em (a, b), h é derivável em (a, b); 


(11) h(a)=h(b)= 
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Portanto, existe z є (a, b) tal que X’ (2) = 0 


(ufo |ҚР) – Ка) |, 
Сото A '(x) = f (z) r = 2 8 (x), temos 


lo А) s - 
PO | DE j g'G) = 0. N 2) 


Mas g'(z) + 0. Logo, podemos escrever (2) na forma 


ДЬ) – Қа) FO. 
&(b) — g(a)  g'(z) 


5.14.2 Proposição (Regras de L'Hospital). Sejam fe g funções deriváveis num 


intervalo aberto 7, exceto possivelmente, em um ponto a є I. Suponhamos que 
g (x) £0 para todo x + a em 1. 


(0: Sem = sd c. dim DO Sd então 
xoa x>a xoa 8 (X) 


im A9 = jim LO = L; 
xoa 8(Х) xoa & (X) 


(1) Se lim Дх) = lim gw) = о e lim PO - = L, então 


xa xa xa 8 (X) 


fx - lim ГО) =p. 
xoa 80) xoa & (x) 


Prova do item (i). Suponhamos que lim fo tome a forma indeterminada 0/0 e que 
xoa EU 


lim EO) - = L. Queremos provar que lim К) _ = |. 
х эа 8 x) х эа 80) 
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Consideremos duas funções F e G tais que 


fo), sexta gx), sexta 
Е(х) = е С(х) = 
0, sex=a 0 , sex ai 


Então, 


lim F(x) = lim Дх) = 0 = F(a) 


xoa xa 


lim G() = lim 20-0-0(). 


xa xa 


Assim, as funções F e G são contínuas no ponto a e portanto, em todo intervalo /. 


Seja x € I, x + a. Como para todo x + a em I, f e g são deriváveis e g '(x) + 0, 


as funções F e Gesatisfazem as hipóteses da fórmula de Cauchy no intervalo [x, a] ou 
[a, x]. Segue que existe um número z entre a e x tal que 


vem 


FQ) - F(a) FD, 
G() - Ga) 670) 


Como F(x) = Дх), СОО = g(x), F(a) = G(a) = 0, Е (2)=f'(2)eG (2) = g (2), 


fo - FO. 
80) 870) 


Como z está entre a e x, quando x — a temos que z > a. Logo, 


ЛӘ im LO im (0-1 


xoa 8 О) i xoa "C re 8 ( 
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Observamos que se 


lim f(x) = lim (х) = 0 ou lim fx) = lim gx) = ee, 


xoa xa xa xoa 


e lim Ро = co, a regra de L' Hospital continua válida, isto é 
х-эа 8 (X) 


на A9 = tm EO -= æ, 
xa 80) xoa 8 (X) 


= 


Ela também é válida para os limites laterais e para os limites no infinito. 


A seguir apresentaremos vários exemplos, ilustrando como muitos limites 
que tomam formas indeterminadas podem ser resolvidos com o auxílio da regra 
de L' Hospital. 


5.14.3 Exemplos 


(D Determinar lim en 
x90 e" — 1 


Quando x > 0, o quociente toma a forma indeterminada 0/0. Aplican- 


do a regra de L'Hospital, vem 
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(ii) Determinar lim ARA 
x22 х2 – 3х + 2 


O limite toma a forma indeterminada 0/0. Aplicando а regra de L'Hospital, 
temos 


. Z+x-6 _ „_ 25-41 2-241 
lim 44" = lim = 
x32 L- 3x + 2 x22 2x – 3 2-2-3 


ЭРЭЭ . х n — 
(iii) Determinar lim зб а а, 
хәо E + e * — 2 


Neste caso, temos uma indeterminação do tipo 0/0. Aplicando a regra de 
L'Hospital uma vez, temos 


lim -SDx-x . tim ©%Х-/1, 
x20 č +e*-2 x>0 e -e* 


Como o ültimo limite ainda toma a forma indeterminada 0/0, podemos aplicar 
novamente a regra de L' Hospital. Temos, 


lins cos x — 1 _ lim Sen x a i, 
х-0 е — е* x50 E +е* 2 
Logo, lim ——B*-X 29. 


x0 ех + ех 2 


(iv) Determinar lim Lol. 

x+ X + 4x 

Neste caso, temos uma indeterminação do tipo c/co. Aplicando a regra de 
L'Hospital sucessivas vezes, temos 


ех — 1 : ех 
= lm — ~ 
x+ X + 4x xote 302 + 4 
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1 
+ 
8 
en. 


(v) Determinar lim (3x +9)⁄2. 


Xe 


Neste caso, temos uma indeterminação do tipo есд, Vamos transformá-la numa 


indeterminação do tipo о/о com o auxílio de logaritmos e em seguida aplicar a regra 
de L' Hospital. Е 


ХЭ + оо x Э + 


Seja L = lim (3x + 9)! . Então, InL = In | lim (3x + = 


Aplicando a proposição 3.5.2(8) e as propriedades de logaritmos, vem 


In L 


lim In (3x + 9): 


x= +o 


= m Sd ke 9) 


x— + 


im mx 9. 


x>+00 X 


Temos agora uma indeterminação do про ce/oo, Aplicando a regra de L'Hos- 
pital, obtemos 


А 3/(3х + 9) | 
I L= шп ————— = lim 
x>+00 1 хә» ЭХ +.9- 


= 0. 
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Como ln L = 0, temos L = 1 e dessa forma 
lim (3x + 9)/* = 1. 

ХЭ +оо 

(vi) Determinar lim x- sen 1/x. 


x>+0 


Neste caso temos uma indeterminação do tipo œ - 0. Reescrevendo o limite 
dado na forma 


lim x- sen 1/х = lim 
x>+0 X— +e 1/x 


temos uma indeterminação do tipo 0/0. - 


Aplicando a regra de L'Hospital, vem 


lim sen 1/x 


lim x sen 1/х 


х + xo+o  l/x 
cogit 
: x 

= lim 

Ps El 
х2 

= lm со$1/х 
x>+0 

= cos O 
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(vii) Determinar lim | Í = 1 | 
х-э0 х2 + x cos x — 1 


Neste caso, temos uma indeterminação do tipo e° — vo, Reescrevendo o limite 
dado, temos 


liti c ЭЭ lim cox-1-x-x. 
x50 | 2+x cosx-l x20 (2 + x)(cos x — 1) 


Temos então uma indeterminação do tipo 0/0. Aplicando a regra de L'Hospital, 
vem 


lim l _ 1 =: dm cosx— 1-2 x. 
x50 |[X +x cox-1l | хэв (х2 + х) (cos x — 1) 


—senx — 2x — 1 


(viii) Determinar lim (2x? + x)" 


x0 


Neste caso, temos uma indeterminação do tipo 0º. Com o auxílio de logarit- 
mos, vamos transformá-la numa indeterminação da forma o/oo, 


Seja L = lim, (2x? + x)”. Então, 


x0 


x30 


nL = o RM 


lim - — —— IT 
x>0 (2 x) - (~ sen x) + (cos x -1) (2x + 1) 


€ 
М T 


~ 
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lI 


x50" 


lim, [In 22 +> | 


= lim x- (222 + x) 


x30 
s dh duque gh 25 
x—0* 1/x 


Temos шоо uma indeterminação do tipo ee/ee. Aplicando a regra de 
L'Hospital, vem 


tl 
a: 


I L 


x50" 222 + x 


mm (BEE) 


Aplicando novamente a regra de L'Hospital, obtemos 


го Л: Ee] 
x90 4x + 1 
_ 0 
1 
= 0. 


Сото In L = 0, temos L = 1. Logo, 


lim (25243) =1. 


x50 
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x 
(ix) Calcular lim ul . 
2x 


х + оо 


Neste caso, temos uma indeterminação do tipo 1º. Usando logaritmos, vamos 
transformá-la numa indeterminação da forma 0/0. 


Х 
Seja L = lim [ + x . Entáo, 
2x 


x—+= 


РА 1 Y 
InL = h lim 1 + — 
КД xi | | 


Temos agora uma indeterminação do tipo 0/0. Aplicando a regra de L' Hospital, 
obtemos | 


xe mI 


xot 14 — 
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_ 1⁄2 
o 1 
= 1/2. 
Portanto, In L = 2 e dessa forma L = el”, Logo, 
e ЭЕ 
lm |1412-| = 212 (V 
Xo 2х у Y fi 
| o ë 2 
2 B E `. 


5.15 EXERCÍCIOS 


Determinar os seguintes limites com auxílio das regras de L'Hospital. 


. -4+4 . 2 _1 
1l. .Шп — c 2. lm = —— 
x32 x -x-2 xoa X + 4х + 3 
3 lim tan c 4 dg o 20208 
x20 X + 72 + 5х хә 1/2 42 — 4x + 1 
. 6- 2х + 32 - xi А х +1 
5. шп 4 6. lm 4 
хәз Ś -3L = x 3 х-э-1 2x* + 23 + 32 + 2x — 1 
7. lim x -6х+7 8. lim 5 – 5) 
xe X + 7х – 1 M cg te 2-—= 2? 
X — +оо 42 — 2x + 4 X — + co 2 — x — 22 
9 
Ho dm É 12. lim É 
x>+0 x xote Č 


cem — : | 
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13. lim ——“ 14. lim 2(e/*. 1) 
x30 e — cos x xo 
15. dm 99x 7. ie css e 
` x—x/2 (z - 1/2)? tata F1 S 
: : 1 1 7 : X 4 
17. lim = a 18. lim (п y 
A (na | rem ХЭ +оо х +1 
14 dim Ере =ч 20. lim tghx 
хээл/2|СО0фЁ x 2 cos x е 
21. lim SP 22. lim 32 
x30 Sen X X— +оо Ea 
23 lim sec? х — 2 tg x 24. lim coshx — 1 
esa Í + cos 4х "хээр 1 - cos x 
25. lim (1 — cos x) cotg x 26. lim [ln x In (x — 1)] 
x50 х- 1 
_— 3 _ 
1 1 хх 
27. lim = 28. lim x 
mes 3(1- E. x—0* 
1 
Ts 
29. lim x^ 30. lim x — ^ 
x50" х- 1 
пх 
cos EX 
31. lim (1 -x 32. lim x sen n/x 
x> 1 Х-Э-4 оо 
202/3 
— senh x 
3$. Ши. @ +2 34. lim x 
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35. lim (2х – D?^* 


x— +e 


| In (sen ах) 
37. lim + In (sen x) 
x50 


39. lim 
41. lim (1 - tg x) sec 2x 


43. lm (е + ^. 


5.16 FÓRMULA DE TAYLOR 


36. 


38. 


40. 


42. 


2 

lim (cos 2x) ** 
x0 

E. 5 
lim | x-3 g-x-6 
x3 

2 

2+ nx 
Hm x 
x50" 

x In x 
lim х+ јх 
xt 


A Fórmula de Taylor consiste num método de aproximação de uma função por 
um polinômio, com um erro possível de ser estimado. 


5.16.1 Definição. Seja f: I — R uma função que admite derivadas até ordem п num 
ponto c do intervalo I. O polinômio de Taylor de ordem п de f na, ponto c, que 


denotamos por P, (х), é dado por 


» (n) 
P,(x) = fto) + ]'(с)(х - с) + ZO (x — c) + ... +O (x — с)”. 


Observamos que no ponto x = c , P, (с) = fto). 


5.16.2 Exemplo. Determinar o polinômio de Taylor de ordem 4 da função f (x) = e* 


no ponto c = 0. 
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Temos, Дх) = Pœ = ...= f? (x) = ех е assim, ~ 


+ 


KO = f'(0) = ...= f) (0) = е0 = 1. 


Portanto, 
2,1 3, I 4 
Р) = l+ 1G@- 0 + g 6-0 + + 6-0 «1-0 
2 ou 3 Ж 
MENGE ES T 


é o polinômio de Taylor de grau 4 da função f(x) = e* no ponto c = 0). 


Dado o polinômio de Taylor de grau n de uma função f(x), denotamos por 
R, (x) a diferença entre f(x) e P, (x), isto é, R, (x) = Дх) - Р, (x) (ver Figura 5.33). 


AY 
| f(x 
Юр да 
PQ) A EO 


1 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
4 
t 
i 
x 


£ 

' 

n 
121 
[2] 


Figura 5-33 


Xv 


Temos então, f(x) = P, @) + R, (x), ou mais explicitamente, 


ээ (n) 
Дх = Кс) + f (c) (ec) L0 (x — с)?+...+ 2-9 чи (x — c) +R, 0). 4) 
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Para os valores de x nos quais К, (x) é “pequeno”, o polinômio Р (х) dá uma 
boa aproximação de f(x). Por isso, R Кєз, сһата- -se resto. O problema, agora, « consiste 
em determinar uma fórmula para R ЁС: de tal modo que ele possa ser avalia“ Temos 
a seguinte proposição. 


5.16.3 Proposição (Fórmula de Taylor). Seja f: [a, b] > R uma função defini- 
da num intervalo [a, b]. Suponhamos que as derivadas f’, f", ..., FW existam e 
sejam contínuas em [a, b] e que f " + D exista em (a, b). Seja c um ponto 
qualquer fixado em [a, b]. Então, para cada x e [a, b], x+ c, existe um ponto 
z entre c e x tal que 


Дх) = Ко) + (с) (к-с) +... +7709 o (x—cy + DD x-cy*!. (0) 


Quando c = 0, a Fórmula de Taylor fica 


= , f) (0) O a 
JOD AD EE uut ир» PEDE 


e recebe o nome de Fórmula de Mac-Laurin. 


Prova. Faremos a demonstração supondo x > c. Para x < c, o procedimento é análogo. 
Sejam P, (t) o polinômio de Taylor de grau n de f no ponto c c R, (t) o resto 
correspondente. Então, f(t) = P (t) + К (t), para qualquer t e [a, b]. 
Portanto, no ponto x, temos 
” (n) 
Дх) = Ko) +f (c) (x — c) r O (x—c)2+... F c) (x - c) - R (х). 


Para provar (2), devemos mostrar que 


. $e (2) 
R (х) = РЕ (x — с)"+!, onde z é um número entre c e x. 
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Para isso, vamos considerar a seguinte função auxiliar: | 


g: [c, x] > R 


#@ = 9 - Л) - 6 -0 - 50 ç p -... | 


f (D " “apuk, | 
pe (x — 0" — Rx) a ui | 


Pelas propriedades das funções contínuas, segue que g é contínua em [c, x]. 
Pelas propriedades das funções deriváveis, segue que g é derivável em (c, x). Além 
disso, podemos verificar que g(c) = g(x) = 0. 


Logo, g satisfaz as hipóteses do Teorema de Rolle em [c, x] e portanto existe 
um ponto z, entre c e x, tal que g'(z) = 0. 


Derivando a função g com o auxílio das regras de derivação e simplificando, 
obtemos 


(n+1) 
R, (a) = cn E S Earn, 


e, consequentemente, a fórmula (2) fica provada. 


Observando as fórmulas (1) e (2), vemos que na Fórmula de Taylor apresen- 
tada, o resto R, (x) é dado por 


Essa forma para o resto é chamada Forma de Lagrange do Resto e a fórmula 
(2) é dita Fórmula de Taylor com Resto de Lagrange. Existem outras formas para о 
resto, como a forma da integral, que não abordaremos aqui. 


5.16.4 Exemplos 


| ( Determinar os polinômios de Taylor de grau 2 e de grau 4 da função 
f(x) = cos x, no ponto c = 0. Esboçar o gráfico de f e dos polinômios encontrados. 
ç gr р 
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Usando o polinômio P,(x) para determinar um valor aproximado para cos A * O que se 
pode afirmar sobre o erro cometido? 


Solução. Para determinar os polinômios pedidos, necessitamos do valor de f e de suas 
derivadas até ordem 4, no ponto c = 0. 


Temos, 

fe B cosx , ДО) = cos0 = 1 
РО) = -senx, fO = -sn0- 0 
f") = -cosx, f"(0 = —cosO = -1 
f"Q) = senx, f"(0 = sen0= 0 
Гбх) = cox, fY0 = со80- 1. 


O polinómio de Taylor de grau 2, no ponto c, é dado por 


+19 © (x — cy . 


Р(х) = ft) + /'(с)(х — c) + 
` Como no nosso caso c = 0, vem 


PLA) RO + fF’ Ox + —— PO O x 


ED 
2! x 


O polinómio de Taylor de grau 4, no ponto c, é dado por 


Pl) = QO)+ f'(0) @) + r 2-1 3 x + Ер 1: 
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i 
— 
+ 
© 
м 
+ 

E 
ч, 
+ 

lo 
NS 
+ 
= 
ч, 


A Figura 5.34 mostra o gráfico de f(x), Р,(х) e Р (х). Comparando esses 
gráficos, podemos observar que o gráfico de P ,(x) está mais próximo do gráfico de 
Дх). Se aumentarmos л, o gráfico de P (x) se aproxima cada vez mais do gráfico de 


Дх). 


AY 
1 
1/2 | T/2 
Рд) x 
Ңх) 
Pao) 
Figura 5-34 


IE 2 $ T 
Usando o polinômio P,(x) para determinar um valor aproximado de cos =, 


pela Fórmula de Taylor, temos 


COS 7 


P, (1/6) + R, (1/6) 


2 4 5 
1 (л 1 (л 9 (2) (m 
. t 4 B ec gr 


onde z é um número entre 0 e 7/6. 


1 
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Como f(x) = —sen x e | — sen x | < 1 para qualquer valor de x, podemos 


afirmar que o resto R, ( a ) satisfaz 


5 5 
I-senzil [| Tí 1 іт 
IR, (1/6) | = E g < 51 a 


0,000327 . 


IR 


Logo, quando calculamos o valor de cos 5 pelo polinômio P,(x), temos 


TO, (0602, (л/бу 
SONS em ЫЫ ДСУ 
= 0,86606 


e podemos afirmar que o erro cometido, em módulo, é menor ou igual a 0,000327. 


(iii) Determinar o polinômio de Taylor de grau 6 da função f (x) = sen 2x no 

X TET : x 

ponto c = 4 Usar este polinômio para determinar um valor aproximado para sen 3º 
Fazer uma estimativa para о erro. 


Solução. Devemos calcular o valor da função e suas derivadas até ordem 6, no ponto 


px 
Temos, 
fæ = sen2x , JaA = sen 7/2 = 1 
РО) = 2cos2x , f'(m/4) = 2cosn/2 = 0 
f (х) = —4sen2x , f”(n/4) = -4 
FO) = -8со82х , f”(m4) = 0 
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Р) = l6sen2x , /9(24) = 16 
ГО) = 32соѕ 2х , fYx/4) = 0 
PQ) = -64sen2x, Puma) = -64. 


O polinômio de Taylor de grau 6, no ponto c = 7/4, é dado por 


2 
AR RU, nl NR, x 
P.G) = 131 1! 3-2 2! x= 4 +u 
1/8 (mn) 
dd + NE X == 4 
2 4 6 
CA л 16|, л (-60|, т 
A E » RO x-7 +0+ & 5-4 
2 2 54 uM. 
- 1-2 gms m c p coe 
21 4 4! 4 6! 4 
Usando o polinômio Р(х) para determinar sen a , obtemos pela Fórmula de 


Taylor, 


sen = sen (2: 1/6) = f (1/6) = P¿(n/6) + R¿(1/6) 


ү 2° п лү, 24 n ný 26 л zy fe) л xy 
2116 4 4116 4 616 4 7 |6 41° 


(уй) 7 
= 086602526 + © Ё = 3 . 


7! 6 4 
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Como f(x) = — 128 cos 2x e | cos 2x | € 1 para todo x, o resto К, Н 


satisfaz 


IR, (1/6) | < 
g 17/6) 6 4 


7 
128 Ба | = 2,1407 х 10-6. 
7! 


Logo, usando o polinômio P, (x) obtemos sen a = 0,86602526e o erro come- 


tido, em módulo, será inferior a 2,1407 х 10%. 


Usando a Fórmula de Taylor, pode-se demonstrar a seguinte proposição que 
nos dá mais um critério para determinação de máximos e mínimos de uma função. 


5.16.5 Proposição. Seja f: (a, b) — R uma função derivável n vezes e cujas 
derivadas, f’, f”, ..., f? são contínuas em (a, b). Seja c € (a, b) um ponto 
crítico de f tal que f? (с) =... = 0 (c) =0 e f? (c) # 0. Então, 


(Ù sen é par ef? (c) € 0, f tem um máximo relativo em c; 
(ii) sen é par e f (с) > 0, f tem um mínimo relativo em c; 
(iii) se n é ímpar, c é um ponto de inflexão. 

5.16.6 Exemplos 
(2 Determinar os extremos da função f(x) = (x — 2. 


Temos f'(x) = 6 (x — 2). Fazendo f'(x) = 0, obtemos x = 2, que é o único 
ponto crítico de f. 


Calculando as derivadas seguintes no ponto x = 2, temos 


30x-2* , f"Q) 
1206—2y, F” D= 0 


II 
© 


f” 0) 
f” о) 
FP) 


360 (x-2?, fF” = 0 
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f?09-2 720(х-2), fP) 
fO (х) = 720 , FOD 


il 


0 
720 +0. 


Logo, x = 2 é um ponto de mínimo relativo. 


(ii) Pesquisar máximos e mínimos da função f(x) = x? — xs 


Fazendo f'(x) = 5x! — 3x? = 0, obtemos os pontos críticos que são 


x = 0, x, = 03/5 ex, = – 1375. 


Calculando o valor das derivadas seguintes no ponto x, = 0, temos 


f” O) 202 -6x , f”(0) 
Гб) = 60-6 , FPO 


0 
-6 0. 


Como f””(0) + 0, concluímos que O é um ponto de inflexão. 
No ponto x, = V3/5, temos 


РО) = 200 — бх , f"(N3/5) = 2003/52 — 6 1375 


| 


5 (0 -5-6] 


6N3/5 > 0. 


Logo, concluímos que x, = 43/5 é um ponto de mínimo relativo. 


No ponto x, — — 3/5, temos 
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#”(х) = 208 — бх, f”(— 3⁄5) 


3/2 
— 20 E -6(-43/5) 


— 6N3/5 «0. 


Logo, o ponto x, = — 3/5 é um ponto de máximo relativo. 


5.17 EXERCÍCIOS 


1. Determinar o polinômio de Taylor de ordem n, no ponto c dado, das seguintes funções: 


a) Қо) =е?; c=0 е1; n=5 b Ro=e*;c=-1e 2;n=4 
c) fo=ha(1-x3;c=0e 1/2; n=4 а f(Qssenx;c-7/2;n-8 
e) Хх) = соѕ 2х; c=0 e 1/2; n=6 р fo = Try ;с=0 е 1;n=4. 


2. Encontrar o polinômio de Taylor de grau n по ponto с е escrever а função que define o resto 
na forma de Lagrange, das seguintes funções: 


a) y=coshx;n=4;c=0 b) y=tgx;n=3;c=% 


с) у= Vx ;п=3; с=1 d) у= е; п=4; с=0, 


3. Usando o resultado encontrado no exercício 1, item (с), com с = 0, determinar um valor 
aproximado para In 0,5. Fazer uma estimativa para o erro. 


4. Determinar o polinômio de Taylor de grau 6 da função f(x) = 1 + cos x no ponto c = x. Usar 
este polinômio para determinar um valor aproximado para cos (5776). Fazer uma estimativa 
para o erro. 


5. Demonstrar que a diferença entre sen (a + й) e sena + cos a é menor ou igual a 2 k. 
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I X 
Um fio delgado, pela ação da gravidade, assume a forma da catenária y = a cosh - 
Demonstrar que para valores pequenos de | х |, a forma que o Но toma pode ser representada, 


aproximadamente, pela parábola y = a + 225 


Pesquisar máximos e mínimos das seguintes funções: 


a) Дх=2х-4 b) fo-4-5x«6c 
с) Дә) = @G-—4)9 d 0) =4(+2) 
e) Дх)-х9-2х р ГЭР им гээ 


3 


CAPÍTULO 6 


INTRODUÇÃO À INTEGRAÇÃO 


Neste capítulo introduziremos a integral. Em primeiro lugar, trataremos da 
integração indefinida, que consiste no processo inverso da derivação. Em seguida, 
veremos a integral definida, que é a integral propriamente dita, e sua relação com o 
problema de determinar a área de uma figura plana. Por fim, apresentaremos o Teorema 
Fundamental do Cálculo, que é a peça chave de todo Cálculo Diferencial e Integral, 
pois estabelece a ligação entre as operações de derivação e integração. 


6.1 INTEGRAL INDEFINIDA 


6.1.1 Definição. Uma função F(x) é chamada uma primitiva da função f(x) em um 
| “intervalo / (ou simplesmente uma primitiva de f(x)), se para todo x € 7, temos 


EM 


Observamos que, de acordo com nossa definição, as primitivas de uma função 
f(x) estão sempre definidas sobre algum intervalo. Quando não explicitamos o intervalo 
e nos referimos a duas primitivas da mesma função f, entendemos que essas funções 
são primitivas de f no mesmo intervalo /. 
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6.1.2 Exemplos | 
Эн 


3 é uma primitiva da função f(x) = x?, pois 


pP'00 Ip a exe. 


O F= 


GD As funções G(x) = x*/3 + 4, H(x) = 1/3 (x? + 3) também são primitivas 
da função f(x) = 22, pois G ' (x) = Н’ (x) = f(x). 


(iii) A função F(x) = 1/2 sen 2x + c, onde c é uma constante, é primitiva da 
função f(x) = cos 2x. 


(iv) A função F(x) = 1/2х2 é uma primitiva da função f(x) = —1/х? em 


qualquer intervalo que não contém a origem, pois para todo x + 0, temos F '(x) = f(x). 


яг 


Os exemplos anteriores nos mostram que uma mesma função f(x) admite mais | 
que uma primitiva. Temos as seguintes proposições. 


6.1.3 Proposição. Seja F(x) uma primitiva da função f(x). Então, se c é uma cons- 
tante qualquer, a função G(x) = F(x) + c também é primitiva de f(x). 

Prova. Como F(x) é primitiva de f(x), temos que F '(x) = f(x). Assim, 
G (х) = (Fœ) + с) = F ' @) + 0 = fO), 


o que prova que G(x) é uma primitiva de f(x). 


6.1.4 Proposição. Se f”(x) se anula em todos os pontos de um intervalo /, então f é 
constante em 7. 


Prova. Sejam x, y € /, x < y. Como fé derivável em I, f é contínua em [x, y] e derivável 
em (x, y). Pelo Teorema do Valor Médio, existe z € (x, y), tal que 


f'(2) = fo) - fo) š 


y — x 
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Como f ' (z) = 0, vem que Қу) — f(x) = 0 ou K y) = f(x). Sendo x e y dois pontos 
quaisquer de /, concluímos que f é constante em 1. 


6.1.5 Proposição. Se F(x) e GO) são funções primitivas de f(x) no intervalo I, então 
existe uma constante c tal que G(x) — F(x) = c, para todo x є 1. 


Prova. Seja H(x) = G(x) — F(x). Como F e G são primitivas de f(x) no intervalo Z, temos 
F'()2G'(x) = fx), para todo x є I. Assim, 
Н '(х) = С ' (x) — F ' (x) = Kx) — f(x) = 0, para todo x € 1. 


Pela proposição 6.1.4, existe uma constante c, tal que Н (x) = с, para todo 
x € I. Logo, para todo x € 1, temos 


G(x) — Fœ) = c. 


Da proposição 6.1.5, concluímos que se F(x) é uma particular primitiva de f, 
entáo toda primitiva de f é da forma 


G(x) = Е(х) + c, 


onde с é uma constante. Assim о problema de determinar as primitivas де f, se resume 
em achar uma primitiva particular. 


6.1.6 Exemplo. Sabemos que (sen x)' = cos x. Assim, F(x) = sen x é uma primitiva 
da função f(x) = cos x e toda primitiva de f(x) = cos x é da forma 


G(x) = sen x + c, 


para alguma constante c. 


6.1.7 Definição. Se F(x) é uma primitiva de f(x), a expressão. F (х) - * c é chamada 
integral indefinida da função f(x) e é denotada por 


| лох = FQ) + c. 
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De acordo com esta notação o símbolo | é chamado sinal de integração, f(x) 


função integrando e f(x) dx integrando. O processo que permite achar a integral inde- 
finida de uma função é chamado integração. O símbolo dx que aparece no integrando 
serve para identificar a variável de integração. 

Da definição da integral indefinida, decorre que: 


O [/бд)ах=кбу+сеЕ' () = (0). 


(ii) | / (x) dx representa uma família de funções (a família de todas as 
primitivas da função integrando). 


Propriedades da Integral Indefinida 


6.1.8 Proposição. Sejam f, g:/ ә R e К uma constante. Então: 


O |кгоуф -k[fea. 
G) | бо) +g 0) dx= 70) ax + | g CO dx. 
Prova. 
(1) Seja F (x) uma primitiva de f (x). Então K F (x) é uma primitiva 


de K f(x), pois (K F(x) = K F '(x) = K f(x). Desta forma, temos 


[kid = KFQ)*c-KFQ)*Ke, 


II 


KIFQ) + сү] = Ко) dx. 


(1) Sejam Р(х) e G(x) funções primitivas de f(x) e g(x), respectivamente. 
Então, F (x) + G (x) é uma primitiva da função (f (x) + g (x)), pois [F(x) + G) 
= F (х) + G '(х) = f() + g(x). 
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Portanto, 


[Ed = (Ро) +60) +с 


lI 


СО +G@)] +c, +c, ,onde c=c +c 


[F(x) + c] + [GG) + cj] 


[re a+ | 8 б) ax 


O processo de integração exige muita intuição, pois conhecendo apenas a 
derivada de uma dada função nós queremos descobrir a função. Podemos obter uma 
tabela de integrais, chamadas imediatas, a partir das derivadas das funções elementares. 


Р 


6.1.9 Exemplos y 1 
() Sabemos que (sen х)’ = cos x. Então | cos x dx = sen x + c. 
(ii) Como (-cos Ө)’ = sen 0, então | sen Ө dð = — cos Ө + c. 


(ш) [e ах = e + c, pois (e) = е. 
Gv) | 83 ас- : 5/3 + c, pois (3/5 By = 28, 


(v) Е 24r + с, pois (240) = NE. 


N 


\ 


i 
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6.1.10 Tabela de Integrais Imediatas 


(2) | = "T +c 


u 
а+1 
(3) | u du = em 116 (0 é constante + —1) 
(4)-/ Га du = E. +c Е | 
( (5), | ей du=et+c * Зүрх А * y r 


(6) I | senudu=-cosu+c 
(7) | cosudu=senu+e 


(8) - | sec? u du = tg u + c 
AT ad intu 1 


@ Em ' A = - “ЁС po 
| (9) cosec? u du = — Cots u + c OS O d 
ШУ g "^ z 

UT 


(10) [secu 18 ud =secu+c 
p aK c 

) ES x 
(11) | cosec u - сов и du = — созес u + c 


= arc sen u + c 


du 
NE 


аз) | — arc tg u + c 
1 +u 


(ame X ta x QX > s€ Хх 
àY 


zx { 


27 


nes s 


-—MÀÀ ос + 
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(14) = arc sec u + c 


| — 
Ж (15) | senh и du = cosh u + c 
(16) | cosh udii= sed ue 
(17) | sech? и du = tgh u + c 
(18) | cosech? и du = — cotgh u + c 
(19) | sech u - tgh u du = — sech u + c 


«020 | cosech и · cotgh и du = — cosech u + c 


(21) de ар aka q; =m | ase T | «c 


\1 + a 


'(22) [E = ав cosh u + c = m |а + Nl -1| +c 


arg tgh u + c , 561 «1 
оз) | -= | 
l-u arg cotgh u +c, selul>1 
ln l+u io 
2 1-и 
du 
en | Le = arg sech lul + c 
и\1 — и? 


+ 


(25) = —агр cosech lul + с. 


| du : 
uN] + и? 
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6.1.11 Exemplos. Calcular as integrais indefinidas. ` 
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Usando as propriedades da integral indefinida e a tabela de integrais, podemos 


calcular a integral indefinida de algumas funções. 


` ў РА 
2+5 +) а. YN oo? 


„ы. 


Usando as propriedades da integral indefinida e a tabela de integrais, temos 


| 62 +5 + V5 а 3[xax5sfaxe [3 a 


A Ёс x2 
: 32) + ЗХ + 379 te 


Хян 232 ED 


(ii) | (3 sec x : tg x + cosec? x) dx. 


Temos, 
| G sec x- tg x + cosec? х) dx = 3 | sec xtg x dx | cosec? x dx 
= 3secx-cotgx+c. 
sec x 
G | cosec x 


Neste caso, temos 


[ж qup 1 sen x 


: dx = [tg x sec x de = sec x + c. 
Cosec x COS x COS X 
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(iv) | (А2 + 1/33) dx. 


Temos, 


[e ro a = 


É + 3x7 + 4 
(v) [= =< t 


I- 


Temos, 


| х + 3x 1⁄2 + A 


A 


| V ax + | 1⁄3x ах 
2201 


xod UE 
93 ta Ш hii +С " 


3 53,1 AN. 
s* x ble da 24 


[ (x18 + 3х756 + Ax 19) ах 


x4 š x1⁄6 4 х2/3 
qo SOS оуд 


= m x^? + 186 + 62/3 + c. 


| 100 az + 3 | 56 а + 4 | хэд dx 
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(vi) | E Eos + E dx. 


Temos, 
[poo za = | 2 cos x a + | 


= 2 | cos x dx + | x? ах 


cos" X 


өю | [2 nz SIL 


Temos, 
2 sen x 2 dx 
ао 22352 a = [2 e dr- | SR ах + | 22 | 
| | co?x x | | cos? x | х! = 


2 [eax- [ sec х - tg x dx +2 | x dx 


ON 


26 —зесх+2 7 te 


1 
2e* — x— — + c. 
sec a C 
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6.2 EXERCÍCIOS 


Nos exercícios de 1 a 10, calcular a integral e, em seguida, derivar as respostas para conferir 
os resultados. 


1. a - - 2. эе «as je 
3. Par + bx + 3c) dx 4. e 
5 [Q2-3* ах 6 J 

1 424, 
7 Jo - ajo Ee 
9. |= a 10. ¡ER a 


Nos exercícios de 11 a 30, calcular as integrais indefinidas. 


i [5 “ | (22 © 
лра A pega 
и. ПЕЕ 13% [cos 0 -1g бад бай) CZ 
Ps) [oda u Jura Mes Da 
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— 1⁄3 
21: [2—2 a 22. | (2 - XE e + cosh D а 
x 
25. | sec? x (cos? x + D dx 24. | —À — , а + 0, constante. 
i (ax) + a 
x - 1 3/ 6 1.3 
25. dx 26. | 8(-2 (+ 2) dt 
+1 | 2 
4 3 ]n x 
27. | e — N16t +=) dt 28. —— dx 
| б х а x 
29. | tg? x cosec? x dx 30: | (x — 1 (x + 1 ах 
31. [—— ° onde n E z. 


/ g - 1/2) 


32. Encontrar uma primitiva F, da função f(x) = №3 + x, que satisfaça F(1) = 1. 


E 


33. Determinar a função f(x) tal que ` | {осы 


[до dx = 33 + у cos 2x + c. 


34. Encontrar uma primitiva da função f(x) = ES + 1 que se anule no ponto x =2. 


x 
35. Sabendo que a função f(x) satisfaz a igualdade 


ЁС dx = sen x — x cos xcu + c , determinar f (1/4). 


36. Encontrar uma função f tal que f'(x) + sen x= 0 е f0)=2. 
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6.3 MÉTODO DA SUBSTITUIÇÃO OU 1 
MUDANÇA DE VARIÁVEL PARA INTEGRAÇÃO 


Algumas vezes, é possível determinar a integral de uma dada função, aplican- 
do uma das fórmulas básicas depois de ser feita uma mudança de variável. Este processo 
é análogo à regra da cadeia para derivação e pode ser justificado como segue. 


Sejam f(x) e F(x) duas funções tais que F ' (x) = f(x). Suponhamos que g seja 
outra função derivável tal que a imagem de g esteja contida no domínio de F. Podemos 
considerar a função composta F , 8. 


Pela regra da cadeia, temos 


[F(gG))]' = F *(200) - 2 'GO = (х) - g (x), isto é, F(g(x)) é uma primitiva 
de f(g(x)) - g О). 


Temos, entáo 


Ју 69: 8' G dx F (gQ) c. 0) 


Fazendo и = g(x), du = g '(x) dx e substituindo em (7), vem 


[res Qo ax = | f GO du F (и) + c. 


Na prática, devemos então definir uma função u = g(x) conveniente, de tal 
forma que a integral obtida seja mais simples. 


6.3.1 Exemplos. Calcular as integrais: v 
io EA 


2x Í 
. yy 
(i) а ` Ay 


Fazemos u=1+ х; Então, du = 2х dx. Temos, 


17 


ЇЕ 1+ 30 = [E du = hdi 
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Inlul+c 


In (1 4 x2) 4 c. 


(ii) | sen? x cos x dx. 


` 


Se fizermos u = sen x, então du = cos x dx. Assim, 


| sen? x cos x dx = fu? au 


шә 


= Lc 
3. 


sen x 
~a ab 


(iii) | sen (x + 7) dx. 


Fazendo u = x + 7, temos du = dx. Então, 


| зеп (х + 7) ax | «пи du 


— 


—COS H +C 


Nissa 


— cos (x + 7) + c. 


(iv) | tg x dx. 


sen x 


Podemos escrever | tg x dx = | 
COS x 
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Fazendo u = cos x, temos du = — sen x dx e então sen x dx = — du. Portanto, 


— du du £M AU 
СПИЕ АСЕКЕ 
и и ` ` 1 А . V 
E МО, 
E a EN t DE e, 
23. 23 : ы ; 1 No E 
= Іп | соѕ х1 + c. СУ UR Ыы Ах É 
m К 2 ( > i. F el 
dx QM EE. i ^ 
O lg. V 250520 ga 
== A E v 4 
x` | | at, A A 


| Br ad 0: 
x х. 
Fazendo u = 3x — 5, temos du = 3 dx ou dx = 1/3 du. Portanto, A m y 
+ 


dx 1/3 du 1 17 Жо 
==] E = ¿Jr же Š у 


(Зх — SY 3—7 


кы — 
21 (3x — 5)? 


бу | (x + sec? 3x) dx. 


Podemos escrever, 


| (x+ sec? 3x) ах | хах+ | sec? 3xdx 
= E + f see? 3x dx. (1) 


Para resolver | sec? 3x dx fazemos a substituição u = 3x. Temos, então 
du = 3dx ou dx = 1/3 du. Assim, 
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| sec? 3x ах = | sec? u - 


Substituindo em (1), obtemos 


[озо з) de=% +1 азс. 


Now | d ra aei b: 


и? + а? 


Como a z 0, podemos escrever а integral dada na forma 


du 
| du _ а? -i| du 
era Jura a Гэрэй 
2 2 


Fazemos a substituição v = u/a. Temos então, dv = l/a du ou du = a dv. 
Portanto, 


1 
= —arctgv+c 
2 8 


1 u 
= — arc tg +c. 
a a 
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oun a 


Para resolver esta integral devemos completar o quadrado do denominador. 
Escrevemos, 


авж” 
2+6х+13 = 2+2-3x+9-9+13 
= (х+3)?+ 4. 
Portanto, 
| ах -| ах 
2 + бх + 13 (х + 39 + 4 


Fazendo и = х + 3, du = dx e usando о exemplo anterior, obtemos 


A = | Шоо e 
rea #ш2+22 2 8 2 
270 сэрлээ ас 
2 Ё 2 
5 үх – 2 
TON стак 


Neste caso, fazemos а substituição и = Nx — 2 . Então, IË = x—2 ou x = и? +2, 
ou ainda, dx = 2 u du. 


Substituindo na integral, vem 


[Ela fui 
х +1 и-241 
21? du и? du 


2-3 +3 
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Efetuando a divisão dos polinômios, temos 


Ax — 2 -3 TR vM 
Jo. dell e 


du 
= 2u-6|-: 
es 
= бы сана e 
амыг 


c | 82-24 a. 
Escrevemos, 


| 39-27 а= | ХУ? а—27) a= [1NI—2P a. 
Fazendo и = 1 — 22, temos du = — 4t dt e então t dt = таи. Assim, 


[8-25 a = | алан 1 u? du 


6.4 EXERCÍCIOS 


Introdução à integração 


Calcular as integrais seguintes usando o método da substituição. 


A | (22 + 2x — DY (2x + 1) dx 


+ 


дар x dx 
da 
"dr 2x^ ах 
ed 
+ 


9. | tgx sec? х dx 


13. [е cos2 e ax 


15. | sen (50 — л) do 
/ 


| 2 sec? Ө 
A a+ bag 0 ^ 


E dy 
19; турат 3223 


4 
Ё 3 
ЁС J 2 соз? ас 


22 | 03 — 2)1⁄7 2 dx 


"d 


4. fsx V4 — 3х2 ах 

6 | (e! + 2)1⁄/3 e” dt 
el^* 

8 15-23 сз 


10; f sent x cos x dx 


12. 2 sen x — 5 cos X y 
4 COS x 


FE 
LI ү ie dy 


cad J. 


ж | V sen Ө cos Ө do 
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21. pue ao AN; 


23. ETET dt 


3 dx 
25. |--25-- 
2220 


27. | Nx 3 


29. | (sen 4x + cos 2л) dx 


2 
31. IE eX dx 
dt 
3 tint 


35. | (е^ + 2p eœ dx 


37. | az X dx 


3 — sen x 
39. fami a 


41. f: cos 2 dt 


43. | $еп!”?2 20 со820 40 


Ts 


22. Í (е4 + е9 ас 


4 dx 
м. | 
4x? + 20x + 34 


ех dx 

26. —— — 
ед + 16 

28. |>= 
x In? 3x 


30. [zx 


dt 
32. | —— 
[эк 
за. Га 22 а 
4t dt 
36. | =*— 
. 
38 


| dv 
"44 (1 + Ny? 


40. Í dx 
42. | в2 462 +5 ar 


44. | sec? (5x + 3) dx 
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45. |< лой 46. | соф u du 


(S — cos 0? 
47. [a + еер? e* di, а> 0 48. Je. a 
49. fora dt 50. | 2 (sen2 + 49) dx 


6.5 MÉTODO DE INTEGRACÁO POR PARTES 


Sejam f(x) e g(x) funções deriváveis no intervalo /. Temos, 


UG - ¿OY = ft) - g 0) + 8) -f O) 


E 
fe) -8700- 09 - gCOT' — glo) - f G2. 
Integrando ambos os lados dessa equação, obtemos 
Гло -4700 dx - о) в GO dx - | 8 0 О) dx, 
ou ainda, 


[лод авд асо) к 0 - [s C9 f' C0 ax 


1) 


Observamos que na expressão (/) deixamos de escrever a constante de inte- 
gração, já que no decorrer do desenvolvimento aparecerão outras. Todas elas podem 
ser representadas por uma única constante c, que introduziremos no final do processo. 


Na prática, costumamos fazer 


u = fx) = du=f'(x)dx 
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y = g(x) = dv=g'(x) dx. 


Substituindo em (1), vem = 


que é a fórmula de integração por partes. 
6.5.1 Exemplos 


() Calcular | x e dx. 

Antes de resolver esta integral, queremos salientar que a escolha de u e dv 
são feitas convenientemente. 

Neste exemplo, escolhemos и = х e dy =e” dx. Temos, 


u= x = du = dx 


dy = e dx > v=] Ad ex, 


Aplicamos então a fórmula 


Judv=u-v- [vas 
ЖЭ 
| 
e obtemos | 
` 


РЕСЕ (26-15 e dx. | | E 
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Calculando a ültima integral, vem 


Observamos que se tivéssemos escolhido и = e ?* e dy = x dx, o processo nos 
levaria a uma integral mais complicada. 


Gü) Calcular | In x dx. 


Seja 


u=lnx = du = 1/x dx і 1 Ул 


dv = dx = v= | dx = x. 
Integrando por partes, vem 


јаха = (а) хех 


хїпх- | de | 5 


x]n x— x+ c. 


ух А A 


(iii) Calcular | x? sen x dx. о оГ (d X 
Neste exemplo, vamos aplicar o método duas vezes. Seja 
u=x = du = 2x dx 


dv=senxdx = >= | sen x dx = — cos x. 
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Integrando por partes, vem — 
| xX- senxdx = 22 (- cos 3) - | (= cos x) 2x dx 


- — x! cos x +2 | x cos x dx. 


A integral IE cos x dx deve ser resolvida também por partes. Fazemos, 


u-x = du = dx 
dy=cosxdx => у= | cos x dx = sen x. 
Temos, 


| x cos x dx = x sen x — | sen x dx. 
Logo, 


IE: senxdx = — cos x + 2 [x sen x - | sen x dx] 


` — cosx+2xsenx+2cosx+c. 


(iv) Calcular | e” sen x dx. 


Este exemplo ilustra um artifício para o cálculo, que envolve também duas 
aplicações da fórmula de integração por partes. 


Seja 
u = e% => du = 2 e” dx 


ау =ѕепх ах = v=[senxdr=-cosx. 


Introdução à integração 353 


Aplicando a integração por partes, vem 


ex senxdx = ед (— cos 3-[c cos x) 2e” dx 
= —е?* cos x+2 | e% cos x dx. 
Resolvendo | ex cos х dx por partes, fazendo u = e” e Ду = cos x dx, 
encontramos 
| &senxax = —е?* cos x + 2 [е2 sen x - | sen x 2 e% dx] 


- -& cos x +2 e% sen x - 4 | е sen x dx. (2) 


Observamos que a integral do 2º membro é exatamente a integral que quere- 


mos calcular. Somando 4 | ед sen x dx a ambos os lados de (2) , obtemos 


5 | e% sen x dx = —е?* cos x + 2 e” sen x. 


Logo, 


"S 
/ 


Је sen х dx = $ (268 sen x — e” cos х) + c. 


3 “A | 
(v) Calcular | sen x dx. ON cuide y 


a Y GEI of АА Зе. 
Neste caso, fazemos пзе з “м 
APA ER Ж adia 
u=sen?x = du-2senxcosxdx “ С > 
РТИ T 
dv=senxdx = у= | sen x dx = — cos x. 
ДУСАЛ ub) Ус: y A du- > i 1 | v 
Y 
A 2 y 
| U^ 3 Y = — U a Um 
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Então, 


| sen? x ах = sen? х: cos x) - | -cos x: 2 sen x cos x dx 


AX 
= — sen? x cos x +2 | cos? x sen x dx 


2 cos? x 


-sen^ x cos x — 2 — + c. 


3 


6.6 EXERCÍCIOS 


Resolver as seguintes integrais usando a técnica de integração por partes. 


1. | x sen sx ax | | G) [wa -» a 


3. j еч dt 4. | (x + 1) cos2x dx 
E 

5. [xim 3x dx юэ! 6. | cos? x ах 

7. | e cos a dx 8. | mx a _ 

9. | re dx 10. | x? cosa x dx 


11. | x cosec? x dx 12. | arc cotg 2x dx 


RA 13. 


17. 


19. 


25. 


27. 


31. 


33. 


35. 


15. 


[Жак 
Jena 
[araa 

fe- pea 
[20 a 


| (x — 1) sec? x dx 


а 
bs 


| ахас nen 
| тш сэ Уг + ar 
EET 

| «+з? еа 

| соз (ал) а 


| sec? x dx 
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In (ax + b) 


14. 
Vax + b 


16. fim? 2х ar 

18. j sen 4x dx 

23. [2х 

22. | = sen - ах 
RS 24. | e* cos 4x dx 

26. [шб?+1у& 

28. | x arctg x dx 

30. | x cos? x dx 

32. IE x+1 dx 

34. | arc cos x dx 


36. ЇЕ e ах. 
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6.7 ÁREA 


Desde os tempos mais antigos os matemáticos se preocupam com o problema 
de determinar a área de uma figura plana. O procedimento mais usado foi o método da 


exaustão, que consiste em оне a figura dada por meio de outras, cujas áreas são ^ 


conhecidas. 


Como exemplo, podemos citar o círculo. Para definir sua área, consideramos 
um polígono regular inscrito de n lados, que denotamos por P, (Figura 6.1(a)). 


Seja A, a área do polígono Р. Então, A, = n - A 


T , 
triángulo de base / e altura А, (Figura 6.1(b)). 
l, 
(a) (b) 
Figura 6-1 
D. h, | 
Сото Ay цах та perímetro do polígono Р, é dado por p, = пі, vem 
A =n. la h, = P, h, 
п 2 2 


Fazendo n crescer cada vez mais, isto 6, n — + o, o polígono Р, torna-se uma 
aproximação do círculo. O perímetro p, aproxima-se do comprimento do círculo 2лг e 
a altura h, aproxima-se do raio r. 


onde Ar é a área do 


A A A A A A A SO A A A A A T s ss 


el 
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Temos, 
іт A = SEE ыа ‚ que é a área do círculo. 
n> = 2 . 


Para definir a área de uma figura plana qualquer, procedemos de forma aná- 


loga. Aproximamos a figura por polígonos cujas áreas possam ser calculadas pelos 
métodos da geometria elementar. 


Consideremos agora o problema de definir a área de uma região plana $, 
delimitada pelo gráfico de uma função contínua não negativa f, pelo eixo dos x e por 
duas retas x = ae x= b (ver Figura 6.2). 


Y 


Figura 6-2 


Para isso, fazemos uma partição do intervalo [a, Б], isto é, dividimos o inter- 
valo [a, b] em n subintervalos, escolhendo os pontos 


а=ху<хү<..<х,ү< x; < ... < x = b. 


Seja Ax, = x, — x, , o comprimento do intervalo [x, , , x;]. 
Em cada um destes intervalos [x, , , х], escolhemos um ponto qualquer c; . 


Para cada i, i = 1, ..., n, construímos um retângulo de base Ах, e altura Kc) 
(ver Figura 6.3). 
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Figura 6-3 


A Figura 6.4 ilustra esses retângulos nos casos n = 4 e n = 8. 


Figura 6-4 


A soma das áreas dos n retângulos, que representamos рог S,, é dada por: 


$, = fic) Ах, + fe?) Ах, +... + (с) Ах, 
= > fc) Ax. ; 


i=1 


Esta soma é chamada soma de Riemann da função f(x). 
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Podemos observar que a medida que n cresce muito e cada Ах, i= 1, ..., n, 
torna-se muito pequeno, a soma das áreas retangulares aproxima-se do que intuitiva- 
mente entendemos como a área de S. 


6.7.1 Definição. Seja у = f(x) uma função contínua, não negativa em [a, b]. A área 
sob a curva у= Дх), de a até b, é definida por 


A = lim У, fc) Ах, 


onde para cada i = 1, ..., n, c, é um ponto arbitrário do intervalo [x, , , x;]. 
É possível provar que o limite desta definição existe e é um número não 
negativo. 


2 


6.8 INTEGRAL DEFINIDA 


A integral definida está associada ao limite da definição 6.7.1. Ela nasceu com 
a formalização matemática dos problemas de áreas. De acordo com a terminologia 
introduzida na seção anterior, temos a seguinte definição. 


6.8.1 Definição. Seja f uma função definida no intervalo [a, b] e seja P uma 
_ partição qualquer de [a, b]. A integral definida de f de a até b, denotada por 


MS dx, 


é dada por 


[ Қ) dx = lim > Лс) Ax, 


máx Ах. > 0 ; _ 
i 1-1 


desde que o limite do 2º membro exista. 
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Se f Дх) dx existe, dizemos que f é integrável em [a, b]. 
a 


Na notagáo Г Дх) dx , os números a e b são chamados limites de integração 
a 
(a = limite inferior e b = limite superior). 


Se f é integrável em [a, b], então 


J fax - f soa - Г хөв, 


isto é, podemos usar qualquer símbolo para representar a variável independente. 


Quando a função f é contínua e não negativa em [a, b], a definição da integral 


definida coincide com a definição da área (Definição 6.7.1). Portanto, neste caso, a 


integral definida 
f Дх) dx 
a 


é a área da região sob o gráfico de f de a até b. 


Sempre que utilizamos um intervalo [a, b], supomos a « b. Assim, em nossa 
definição não levamos em conta os casos em que o limite inferior é maior que o limite 
superior. : 


6.8.2 Definição 
(a) Se a>b, então 


Г woa - - f fa, 
a b 
se a integral à direita existir. 


(b Se a=b ef(a) existe, então 


Proa - 0. 
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É muito importante saber quais funções são integráveis. Uma ampla classe de 
funções usadas no Cálculo é a classe das funções contínuas. O teorema abaixo, cuja 
demonstração será omitida, garante que elas são integráveis. 


6.8.3 Teorema. Se fé contínua sobre [a, b], então f é integrável em [a, b]. 


а da Integral Definida i AO AA на р 


|J A O 5218 PERL tut RES УУ ы 
6.8.4 Proposição: Se f é integrável em [a, b] e k é um número real ана, então 
k fé integrável em [a, b] e .. 


Ime Sym 


! k ft) dx = k [ дда. 


Prova. Como f é integrável em [a, b], existe o 


n 


lim 2, Жс) Ax, 


máx Ax, — 0 fuss] 


e portanto, podemos escrever 


lia 


T 

3 
М 

> 
= 
ч» 
E 


H 

3 
IM 
R 
È 


1 
> 
ES 
E 
Ë 
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6.8.5 Proposição. Sefc g são funções integráveis em [а, b], então f + g é integrável 
em [a, b] e 


2 


Г (Дх) 4800) ах = MC dx + Ї g(x) dx. 
a veg a 
Prova. Se f é integrável em [a, b]; existe o limite 


n 


lim > fc) Ах, , que é a P fo) dx. 


máx Ах. > 0 = 1 а 
{ 1 = 
Se g é integrável em [a, b] , existe o limite 


lim > g(c) Ax, , que é a j g(x) ах. 
o L a 


Escrevemos então, 


Г Va) + 2(х)] dx = lim Y, (Kc) + glc)) Ax; 
a máx Ax, >0 (1 
= lm УД) А+ lim Ego) Ax, 
máx Ax 0 j=] тёх Ах 0 i.i 
- | хад» [ вода 


1 
Observamos que esta proposição pode ser estendida para um número finito de 


funções, ou seja, 


Introdução à integração 363 


] f; @) + А00) +... + fo dx = Їл (x) dx + | (x) dx +... 


+ r f, Q) ах. 
a 
Vale também para o caso de termos diferenga de fungóes, isto é, 
J vo - eei ax = | fac | aeo dr. 
a a a 


6.8.6 Proposição. Sea <c<be f € integrável em [a, c] e em [c, b], entáo f é 
integrável em [a, b] e 


Jf ас- f ховс» | ma. 


Prova. Consideremos uma partição no intervalo [a, b] de tal forma que o ponto c 
(a < c < Б) seja um ponto da partição, isto é, c = х, para algum i. 


Podemos dizer que o intervalo [a, c] ficou dividido em r subintervalos e 
[c, b] em (n — r) subintervalos. Escrevemos as respectivas somas de Riemann 


r n 

Y fo^ e У Koax. 
1-1 i=r+1 

Então, 
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Usando a definição de integral definida, vem 
n 


Ї Дх) dx lim У Ac) Ax, 


a máx Ax; — 0 


і = 1 


= lim У Ro, + У, fo 


máx Ах, — 0 і = 1 i=r+1 


= lm У fc, + lim Y, Roz, 


máxAx 50 j=] máxAr 50 ;,.,41 


ffo ax + лое. 


Esta propriedade pode ser generalizada: “Se f é integrável em um intervalo 
fechado e se a, Б, с são pontos quaisquer desse intervalo, então 


Рл а= лов лов 


A Figura 6.5 ilustra a proposição 6.8.6, para o caso em que f(x) > 0. A área 
do trapezóide ABCD adicionada à área do trapezóide BEFC é igual à área do trapezóide 
AEFD. 


Figura 6-5 
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6.8.7 Proposição. Sefé integrável e se f(x) > 0 para todo x em [a, b], então 


| fe) ax > 0. 


Prova. Como fc, ) 2 O para todo c; em [x, , , x,], segue que 


n 


Y, fe)^x 2 0. 
1-1 
Portanto, 
n 
lim Y fÓeu2o0 
máxAx >0 Go] 


e dessa forma [ Дх) dx > 0. 
a 


6.8.8 Proposição. Sefe g são integráveis em la, b] e f(x) > g(x) para todo x em 


[a, b], então 


Ї лэ ax > [ во а. 


Prova. Fazemos 


I= [feo dx - [ зо dx. 
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Devemos mostrar que / > 0. Usando a proposição 6.8.5, podemos escrever 


- 
lI 


Ї лд dx 04 


Jj (0) — g@)) dx. 


Como f(x) 2 g(x) para todo x € [a, b] temos que f(x) — g(x) 2 0, para todo 
x € [a, b]. 


Usando a proposição 6.8.7, concluímos que / > 0. 


6.8.9 Proposição. Se fé uma função contínua em [a, b], então 


lima 


Prova. Se f é contínua em [a, b], então 


ЗАЛ 


a) f éintegrávelem [а,Ь]; 
b) Ifl é contínua em [а,Ь]; 


с) Ifl também é integrável em [a, b]. 


Sabemos que 
-IV Isf 51Дх)1. 


Usando a proposição 6.8.8, escrevemos 


f- Аа) | d< | лда | Ifc) | ах. 
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Pela proposição 6.8.4, vem 


-| Їх)| dx < ах < | [gx | ах. 
|, Дх)! dx Ї лэ f Дх) 
Usando a propriedade 1.3.3(7), segue que 


DM 


Na proposição a seguir, cuja demonstração será omitida, apresentamos o Teo- 
rema do Valor Médio para integrais. 


< | дога. 


6.8.10 Proposição. Se fé uma função contínua em [a, b], existe um ponto c entre a 
e b tal que 


[лә a= @ - a) fà. 


Se f(x) > 0, 2x e [a, b], podemos visualizar geometricamente esta proposição. 
Ela nos diz que a área abaixo da curva y = f(x), entre a e b, é igual à área de um retângulo 
de base b — a e altura f(c) (ver Figura 6.6). 


AY 


Figura 6-6 
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6.9 TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 


O teorema fundamental do Cálculo nos permite relacionar as operações de 
derivação e integração. Ele nos diz que, conhecendo uma primitiva de uma função 


b 
contínua f: [a, b] — К, podemos calcular a sua integral definida | Ko dt . Com 
a 


isso, obtemos uma maneira rápida e simples de resolver inúmeros problemas práticos 
que envolvem o cálculo da integral definida. 


Para apresentar formalmente o teorema, inicialmente vamos definir uma 
importante função auxiliar, como segue. 


Tomamos a integral definida 


MC dt, 


fixamos o limite inferior a e fazemos variar o limite superior. Então, o valor da integral 
dependerá desse limite superior variável, que indicaremos por x. Fazendo x variar no 
intervalo [a, b], obtemos uma função G(x), dada por 


G(x) = f fu) dt . 


Intuitivamente, podemos compreender o significado de G(x), através de uma 
análise geométrica. Conforme vimos na seção 6.8, se 0) > 0, V t e [a, b], a integral 


[ KO dt 


representa а área abaixo do gráfico de f entre a e b (ver Figura 6.7(a)). 


Da mesma forma, 
G(x) = Ї KO dt 
a 


nos dá a área abaixo do gráfico de f entre a e x (ver Figura 6.7(b)). Podemos observar 
que G(a) = 0 e G(b) nos dá a área da Figura 6.7(a). 
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у= 0) у= 10) 


(а) 
Figura 6-7 


Vamos agora, determinar a derivada da função G(x). Temos a seguinte propo- 
sição. 


6.9.1 Proposição. Seja f uma função contínua num intervalo fechado [a, b]. Então 
a função G: [a, b] > R definida por 


бо) = f ga, 


tem derivada em todos os pontos x e [a, b] que é dada por 


С '(x) = Дх), ou seja, 
d 24 
E |. fo dt = fa. 
Prova. Vamos determinar a derivada G ' (x), usando a definição 


: . G(x + Ax) — G(x) 
G = : 
"9 2 0 Ах 
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Temos, 


со) = qd: 
Ах 
С(х + Ах) = r R0 dt ; 


Ax 
G(x + Ax) - G(x) = Їй KO dt — Г FO dt. 


Usando a proposição 6.8.6, podemos escrever 


po Ro dt = [o dt + [^ ma 


e entáo, 


Ax 
G(x + Ax) - G(x) = f fo dt + qe Ro dt — f FO dt 


= VA dt. 


x 


Como f é contínua em [x, x + Ax], pela proposição 6.8.10, existe um ponto 
x entre x e x + Ax tal que 


E fto di 


! 


(x + Ax — x) f(x) 


fX) Ах. 
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Portanto, 

. G(x + Ax) - G(x) . fix) Ax 
lim = hm = 
Ax 0 Ax Ax 0 Ax 

= lim f(x). 
Ax 0 


Como x está entre x e x + Ax, segue que x — x quando Ax > 0. Como f é 
contínua, temos | 


lim Дх) = lim ДХ) = Да). 


Ax > 0 хә х 
Горо, 

" Got 2x) =G = f(x), ouseja, 
Ax -э0 
G '(х) = f(x). 


Observamos que quando x é um dos extremos do intervalo [a, b], os limites 
usados na demonstração serão limites laterais. G (a) será uma derivada à direita e G'(b) 
uma derivada à esquerda. I 


Uma importante consequência desta proposição é que toda função f(x) contí- 
nua num intervalo [a, b] possui uma primitiva que é dada por 


С(х) = f Rod. 


Outro resultado importante obtém-se da análise geométrica. Voltando à Figura 
6.7, podemos dizer que a taxa de variação da área da Figura 6.7(b) com relação a t é 
igual ao lado direito da região. 


Podemos agora, estabelecer formalmente o Teorema Fundamental do Cálculo. 
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6.9.2 Teorema. Se f é contínua sobre [a, b] e se F é uma primitiva de f neste 
intervalo, então 


f fo dt = F(b) - F(a) . 
а 


Prova. Como f é contínua sobre [a, b], pela proposição 6.9.1, segue que 
G(x) = Г KO dt 
а 


é uma primitiva de f nesse intervalo. 


Seja F(x) uma primitiva qualquer de f sobre [a, b]. Pela proposição 6.1.5, 
temos que 


F(x) = GG) + C, V x € la, b]. 


Como G(a) = Ї ftdt = 0 e G(b) = f ft) dt, calculando a diferença 
а а 
F(b) — F(a), obtemos | 


F(b) — F(a) (G(b) * c) - (G(a) * c) 


G(b) — G(a) 


дао 


MC dt. 


Observamos que a diferença F(b) — F(a) usualmente é denotada por 
b 


F(t) . Também escrevemos, 


a 


b 


MC dx = F(x) = F(b) — Fla) . 


a 
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6.9.3 Exemplos. Calcular as integrais definidas: 


(D | xa. 


Sabemos que F(x) = l х? é uma primitiva de f(x) = x. Portanto, 
q 2 


T 


1 


2 
(ii) [^ cos t dt. 
0 


A função F(t) = sen t é uma primitiva de f(t) = cos t. Logo, 


2 
E cos t dt = sen t 
0 


n/2 л 


= sen — — sen Ü = 1. 


0 


1 
(iii) Ї (23 - 42 + Dax. 


Usando as propriedades da integral definida e o Teorema Fundamental do 
Cálculo, temos : 


1 
| 65-42 +1)ах 
0 


Ш 
о — 


Para [axe [as 


1 1 


2” 


-4 3 + x 


al 


0 0 


1 4 
E Gp cepe dep 


= -]1/12. 
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: 1 x dx 
(iv) [, x + 1° 


Vamos primeiro, encontrar a integral indefinida 


x dx 
x +1 


[ = 


Para isso, fazemos a substituição u = x? + 1. Temos então, du = 2x dx ou 
xdx = A . Portanto, 


du/2 1 фаи _ 
pem гара 
= yh +) +c. 


Logo, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos 


1 


1 
x dx 1 
Мерс = ;шфб?+1) I 
1 1 
= шд dud 
1 
2d 


Observamos que, para resolver esta integral, também podemos fazer a mudan- 
ça de variáveis na integral definida, desde que façamos a correspondente mudança nos 
limites de integração. 


Ao efetuarmos a mudança de variável fazendo и = x? + 1, vemos que: 


x=0>u=l; 


x=1l=>u=2. 


Introdução à integração 375 


Então, 

1 2 2 2 
x dx du/2 1 du 1 

0 x + 1 E f и Е 2 Ї и m 2 In [ul 


1 1 
= 5 212-1) =5 2. 


2 
(v) f au dx. 
1 


2 
Calculamos primeiro a integral indefinida / = IE e” i dx. 


Fazendo и = —х? + 1, temos du = -2x dx ou хах = X 


2 > Assim, 
— du — 1 —1 
= Hos ZA ES и zuo ill 
I IE 2 2 IE du 2 е“ + с 
= = et +c. 

Logo, 

Р rer a= en? ш At sq „Т -з 1 
A НЬ Ж 22 2 2 2” 


6.10 EXERCÍCIOS 


: 2 2 2 
1. Calculando as integrais /, = | x dx, L = | хах е 1, B | dx, 
1 1 1 


obtemos / (5 7/3, L =3N e 1, = 1. Usando estes resultados, encontrar o valor de: 
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2 2 

a) | (6x — 1) dx b) | xen 
1 1 
2 

c) | tawa e d) | Gx «2? ar. 
1 I 


Sem calcular a integral, verificar as seguintes desigualdades: 


a) f o? «oa ah sa b) ps es 


2 X -2 
3n/2 
с) | «ахас 4) | — cos x dx> 0. 
0 л//2 


1 
Se | 2 ах = 3 , calcular f VZ d. - 5, 
0 1 


2 2 9л 2 T 
Se 9 cos“ t dt = FE calcular —cos^0 dO. . . 
0 0 


Verificar se o resultado das seguintes integrais é positivo, negativo ou zero, sem calculá-las. 


20 dx L^ 2T 
a) i ano b) f sen tdt 
3 д 3 
с) [ Qx + 1) ах ^ d) | (22 — 2x – 3) dx. Жас 
2 zu Я 


Determinar as seguintes derivadas: 


o ESNEA jy a juga сү 
2 ыг 


af: EA 
c) 16 Жош E C ү 
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Em cada um dos itens abaixo, calcular a integral da função no intervalo dado e esboçar seu 


gráfico. 


2х +5, —1<х<0 


a) fo = ` ; ет [H], 1] 
5 , Osxs1 
b) fo)=Isenxl; em[-x, x] c) ДХх)-21х1!: em[- 1, 1] 
d) f(x = x- em [-1, 1] e) fo)=senx+lIsenxl; em [- X , л] 


р fo)=senx+Icosxl; em |-7 , m]. 


Mostrar que: 


T 
a | sen 2x cos 5x dx = 0 b) | cos 2x cos 3x dx = 0 
д 


-X 


x 
c) Í sen 5x cos 2x dx = 0 
-7 


(Sugestão: Usar as fórmulas 


N|= Nje Nje 


sen mx sen nx [cos (m — n x — cos (m + n) x] , 


sen mx cos NX [sen (m + n) x + sen (m — n) x] е 


cos mx cos nx = — [cos (m + n) x + cos (m — n) x] , 


onde m e n são dois inteiros quaisquer.) 


Se f(x) é contínua e f(x) < M para todo x em [a, b], provar que 


Г Дх) dx < M (b — а). Ilustrar graficamente, supondo f(x) > 0. 


а 
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10. Se Ax) é contínua е m < f(x) para todo x em fa, b], provar que 
m(b ~ a) < | f(x) ах. Ilustrar graficamente, supondo т > 0. 
a 
11. Aplicar os resultados dos exercícios 9 e 10, para encontrar o menor e o maior valor possível 
das integrais dadas a seguir: 
4 
a) f Sx dx b) | 2х2 dx 
3 22 
o [а-па 4) f Q^ — & + 16) ах. 
1 -1 
Nos exercícios de 12 а 34, calcular as integrais. 
М, 
12. | х(1 + x) dx 13. f (2 — 4х + 7) dx 
= -3 
2 dx 
14. Í == 15. r 2t Nt. dt 
1 X 4 
1 32/4 
16. | SEC NR 17. | sen x cos x dx 
o V3y + 1 л/4 
1 2x 
18. | ёс. 19. | | sen xl dx 
-1 We +9 0 
5 
20. | 12:-41 dt 21. [ e -з +21 
222 0 
4 O va 
22. [ == di: 23 | 
o 2 +9 2 (3 — 2)? 
Э ах 
24. Í Ү2х — 1 dx 25. [ == e 
1 1 Nx (dx + 1) 


26. 


28. 


30. 


32. 


34. 


35. 


36. 
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3 
[yx 


0 


2  cosx 
É (1 + sen x) = 


0 


[ax qu + 15) а 
0 


Seja f contínua em [—a, a]. Mostrar que: 
a) Sef é par então | ТОО) dx = 2 [лә dx. 
-a 
b) Se f é impar então | Дх) dx = 0. 
-а 
Usar o resultado do exercício 35 para calcular: 


a [f 2 sen x dx . b) 
-т 


1 
c) Je 5a. 


6.131 CÁLCULO DE ÁREAS 


27. 


29. 


31 


33. 


0 


2 
sen? x dx 


f (2x + 1) 1/2 dx 
0 


f 5х3+ 7х2 — 5х + 2 
1 


44 


-3 


х2 


1,2 
Даг, dt 


dx 
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O cálculo de área de figuras planas pode ser feito por integração. Vejamos as 
situações que comumente ocorrem. 
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6.11.1 Caso I. Cálculo da área da figura plana limitada pelo gráfico de f, pelas retas 


x=a,x=beo eixo dos x, onde fé contínua e f(x) 20, V xe [a, b] (ver Figura 
6.8). 


Figura 6-8 


Neste caso, a área é dada por 


A = [ 10 dx. 


6.11.2 Exemplo. Encontre a área limitada pela curva y = 4 — x? e o eixo dos x. 


A curva y = 4 — x? intercepta o eixo dos x nos pontos de abscissa —2 e 2 (ver 
Figura 6.9). 
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No intervalo [-2, 2], y = 4 — x? > 0. Assim, a área procurada é a área sob o 
gráfico de y = 4 — x? de 2 até 2. Temos, 


A-[ 0-4 


И 
na 
m 
| 
wr, 
AS. 


С 2) || _ 32 
ES Т 1 


Portanto, A = 32/3 u - a (32/3 unidades de área). 


6.11.3 Caso II. Cálculo da área da figura plana limitada pelo gráfico de f, pelas retas 
x= a, x= b e o eixo dos x, onde f é contínua e f(x) € 0, V x e [a, b] (ver Figura 
6.10). 


É fácil constatar que neste caso basta tomar o módulo da integral 


Г fo) dx, ou seja, 
a 


Figura 6-10 
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6.11.4 Exemplos. 
(/) Encontre a área limitada pela curva y = — 4 + x? e o eixo dos x. 


A curva y = x? — 4 intercepta o eixo dos x nos pontos de abscissa —2 e 2 (ver 
Figura 6.11). 


SN 


C 


Figura 6-11 


No intervalo [-2, 2], y = x? — 4 € 0. Assim, 


A = шиг 
2 kiki 
3 3 


(ii) Encontre a área da região S, limitada pela curva y = sen x е pelo eixo 
dos x de O até 27. 


Precisamos dividir a região 5 em duas subregiões S, e 5, (ver Figura 6.12). 
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Figura 6-12 


No intervalo [0, т], y = sen x 2 0 e no intervalo (л, 27], у = sen х < 0. Portanto, 
se А, é a área de S| e A, ба área de S,, temos 


А = A, +A, 
T mc 
- | sen x dx + sen x dx 
0 x 
л 2x 
= —Cos x + |-cos x 
0 n 


= -cost + cos0 + | —cos 2t + cos xl 
-0-(-1/4141-1441-1)| 


= 40а. 


6.11.5 Caso III. Cálculo da área da figura plana limitada pelos gráficos de f e g, 
pelas retas x = a e x = b, onde f e g são funções contínuas em (4, b] 
e f(x) 2 g@), V x € la, b]. 


Neste caso pode ocorrer uma situação particular onde f e g assumem valores 
não negativos para todo x є [a, b] (ver Figura 6.13). 
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Y у= fo) 


Figura 6-13 


Então a área é calculada pela diferença entre a área sob o gráfico de f e a área 
sob o gráfico de g, ou ainda, 


A 


Ї лэ &- [ во А 


Ї o — 6» ax. 


Para o caso geral, obtemos o mesmo resultado. Basta imaginar o eixo dos x 
deslocado de tal maneira que as funções se tornem não-negativas, V x є [a, b]. 


Observando a Figura 6.14, concluímos que 


2 
T 
> 
| 


f 6,69 - a, d 


| (f(x) — 800) ах. 
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Figura 6-14 


6.11.6 Exemplos ub WD 
(O Encontre a área limitada pr у= х2 e y=x+2. 
As curvas y = x? e y = x + 2 interceptam-se nos pontos de abscissa —1 e 2 (ver 


Figura 6.15). 


No intervalo 1-1, 2); temos x + 2 > 22, Então, 
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Figura 6-15 


(ii) Encontre a área limitada pelas curvas y = x? e y = x. 


. As curvas y = x? e y = x interceptam-se nos pontos de abscissa —1, 0 e 1 (ver 
Figura 6.16). = 


e p Figura 6-16 


No intervalo [-1, 0], x < x? e no intervalo [0, 1], x > x”. Logo, 


1 
a. = Pesar a-da 
4 0 4 1 
522. 
-1 0 
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Observamos que poderíamos ter calculado a área da seguinte forma: 


1 . 
A=2 | (e =) de=; ua, 
0 


pois a área à esquerda do eixo dos y é igual a que se encontra à sua direita. 


(iii) Encontre a área da região limitada pelas curvas y 2x2 - ley = x+ 1. 


As curvas у = x? — 1 e y = x + 1 interceptam-se nos pontos de abscissa —1 е 
2 (ver Figura 6.17). | 


Figura 6-17 


No intervalo [-1, 2], x + 1 > х2 — 1. Logo, 


A 


2 
],(c«n-6 - n ax 


2 
| (x -2 + 2) dx 
1 


2 é ; 
- с | 
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(iv) Encontre a área da região S limitada pelas curvas y -x=6,y-x = Oe 
2y + х = 0. 


Devemos dividir a região em duas subregiões 5, e 5, (ver Figura 6.18). 


Figura 6-18 


No intervalo [- 4, 0], a região está compreendida entre os gráficos de 


y = е y = 6 + x (região S). | 


No intervalo [0, 2], está entre os gráficos de y = x e y = x + 6 (região S). 
Se A, é a área de S, e A, é a área de S5, então a área A procurada é dada por 
A = A, + A,. 


Cálculo de A,: No intervalo [-4, 0] , 6 + x > — 2 . Assim, 


> 
II 


f [(6 + х) — (-x/2)] dx | 
-4 


II 
— 
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І 
e 
+ 

^ [s 


12 u.a. 


Cálculo de A,: No intervalo [0, 2], 6 + x > x”. Então, 


A 
2 


[6*2 - X8 dx 


xou 
EO 


= ]Oua. 


2 


H 


0 


Portanto, А = A, + A, = 12 + 10 = 22 u.a. 


6.12 EXERCÍCIOS 


Nos exercícios de 1 a 29 encontrar a área da região limitada pelas curvas dadas. 


1. x-12,x-Yy ey=+2 È y =2x e x=2y 
3: у-5-3 еу=х+3 4. у= еу=6 
5. у-1-х ёу--3 n х+у=3 еу+х = 3 
7. х= у, y-x=2 , у= 2 e y=3 & yzx-xey-0 


9. y=€,x=0,x=1ey=0 10. x=y єх-у 
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П. y=Inx,y=0ex=4 12. у= ах, х=1еу=4 
13. у=ѕепх е y--senx , xe [0, 2x] 


14. у= оа хеу= аке 5 A 


15. y=coshx ,y-senhx,x--lex-1 16. y=tgx,x=0e y=1 
17. yze*,ysxcrlex--1 18. y=sen2x , y=x+2 , x=0 e x^ n2 


19. y--1-x),y-2-2x-4 


-3 3 л 4x 
20. у cos x, y= e paste 273. 


1 
TES So Т 


21. у= Т,у=2х+1ех=-3 


22. х= у? е y=-31 : 23. y=4- e y=Z -14 

24. x=y+1ex+y=7 | 25. y=2 , y=2* e y=4 

26. y=arcsenx , y=1/2 e x=0 27. у =200sh7>x=-2,x=2ey=0 
28. y=Ix-2le y =2-(x-2? 29. y=&-1,y=xex=1. 


30. Encontrar a área das regiões 5, e S,, vistas na figura a seguir 
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Ху 


š > 
je E : 


f, CAPÍTULO 7 ШИ 


MÉTODOS DE INTEGRAÇÃO 


Neste capítulo, apresentaremos, inicialmente, alguns métodos utilizados para 
resolver integrais envolvendo funções trigonométricas. 


A seguir veremos a integração por substituição trigonométrica е a integração 
de funções racionais por frações parciais. 


Finalmente, abordaremos as integrais racionais de seno e cosseno usando a 
substituição universal e as integrais envolvendo raízes quadradas de trinômios do 
segundo grau. 


7.1 INTEGRAÇÃO DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS | 


7.1.1 As integrais | senu du e | cosu du. 


As integrais indefinidas da função seno e da função cosseno estão indicadas 
na tabela da Seção 6.1.9. Temos, 


| sen и du = —cos u + C e 


| cos u du = sen u + C. 
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7.1.2 Exemplos. Calcular as integrais: 
O |» 1) sen (х + 1) ar. 


Usando o método da substituição (Seção 6.3), fazemos u = (x + 1)2. Então, 
du = 2 (x + 1) dx. Temos, 


| (к + 1) sen @ + 1? dx sen u du 


lI 
— 
N |= 


cos u + C 


№ | 


> сов (х +1? + С. 


(ii) fe e” cos (е2) ах. 


Vamos primeiro, encontrar a integral indefinida 


1=[& cos (e?) dx. 


Para isso, fazemos a substituição u = &?*. Temos então, du = 265 dx. Portanto, 


1 = | 5 cos и du 
= = sen u + C 


= > sen (29) + C. 
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Logo, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos 


1 


5 sen (e2) 


1. I 
|. ед cos (e) dx 


2 


= 7 (sen e” — sen 1). 


N |m 


7.1.3 As integrais Í tg u du e | cotg u du. 


As integrais indefinidas da função tangente e da função cotangente são resol- 
vidas usando o método da substituição, como foi visto no exemplo 6.3.1(iv). Temos, 


sen и 
Јави du = lc 
= -]Ànlcos ul + C 
= Inl(cosu!l+C 
= ]nlsec ul + C; 
e 
cos u 
| сови du = | EET du 


= nisen ul + C. 


7.1.4 Exemplos. Calcular as integrais 


(D [ER z. 
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Fazemos и = үх. Então, du = а dx . Temos, 


2Nx 


PEL а= 20 1500031 +С. 
Nx 


Gi) | соё (In x) y 
X 
Fazemos u = In x. Então, du = 1/x dx. Temos, 


RBA q = m lise (n 3)! + C. 


7.1.5 As integrais | secu du e | cosec и du. 


Nestas integrais usamos um artifício de cálculo para podermos aplicar o 
método da substituição. 


Na integral da secante, multiplicamos e dividimos o integrando por sec u + tg и. 
Temos, 


sec u (sec и + tg u 
| sec u du = | ( ED ну. 
secu + tg u 


Fazemos v = ѕеси +ір и. Então, dy = (sec u - tg и + sec? и) du. Portanto, 
¡2 
y 


In h] + C 


| sec u du 


In lsecu+tgul+C. 
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Na integral da cossecante, multiplicamos e dividimos o integrando por 
cosec u — cotg u. Temos, 


cosec и (cosec и — сор и) 


| cosec u du = ( du. 
cosec и — cotg и 
Fazemos v = cosec u — cotg u. Então, 
dy = [-cosec u - cotg и — (— cosec2 u)] du 
= (соѕес2 и — cosec u - cotg и) du. 
Portanto, 
| cosecu du = | av 
y 
= Inlvi+C 
= Inlcosecu-cotgul+C. 
7.1.6 Exemplos. Calcular as integrais 
"n | 
(D | sec (5x — л) dx. taty. Wo duc CX 
ie ddr 
Fazemos и = 5x — л. Então, du = Sdx. Portanto, : j Ç B 
1 5 - | ier тя pl P 1 
| sec (5x — л) dx = | 5 sec и du QNEM = pou 


= = ln | sec (5x — m) + tg Sx - лу] + C. 
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" 3 de 
(ii) : 
л/6 sen 20 
Vamos primeiro, encontrar a integral indefinida 


ад | 
sen2 0 


Para isso, fazemos и = 20. Então, du = 240. Portanto, 


do 
sen 20 


= | cosec20 49 
1 
= 2 cosec u du 
= Tto 20 — cotg 201 + C. 


2 


Logo, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos 


л/3 do 1/3 

| 257877 > In | cosec20 — cotg 26 | 

n/6 | 426 
- b sig "C T сЕ Е совёс É - eo E 
EE үс e 27 3 923 


= 5 m3. 
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7.2 INTEGRAÇÃO DE ALGUMAS FUNÇÕES 
ENVOLVENDO FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


A 
7.21 As integrais | sen"u du e | cos" и du , onde п é um número 


inteiro positivo. 


Nestas integrais, podemos usar artifícios de cálculo com auxílio das identida- 
des trigonométricas 


sen? x + cos? x= 1 (1) 


2 - 1 — cos 2х 


sen^ x = 2 (2) 
си < : (3) 


visando a aplicação do método da substituição. Os exemplos que seguem ilustram os 
dois possíveis casos: n é um número ímpar ou n é um número par. 


Estas integrais também podem ser resolvidas com auxílio das fórmulas de 
redução ou recorrência, conforme veremos na Seção 7.2.11. 


7.2.2 Exemplos. Calcular as integrais 


(1) | cos x dx. 


Vamos inicialmente preparar o integrando para a aplicação do método da 
substituição. Observamos que o artifício que usaremos é válido sempre que n for um 
número ímpar. | 


Fatorando convenientemente o integrando e aplicando a identidade (1), temos 


cosîx = (cos? x)?- cos х 


(1 — ser? x)? cos х 
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(1-2 sen? x + sen! х) cos x 


H 


cos x — 2 sen? x cos x + sen? x cos x. 


Portanto, 
| сов? x ах - | (cos х — 2 sen? x cos X + sent x cos x) dx 
- | cosx dx — 2 | sen? x cosx dx + | зеп x cosx dx 
2 1 
= sen x — 3 sen3 x + 5 sem x + С. 
¿JU E TIAM E 
(1) | ser? 2040. Í "E. мэ = 
J LAS a By fü 3 


Usando o mesmo raciocínio do exemplo anterior, temos 
sen? 20 = sen? 28 - sen 20 


(1 — cos? 20) - sen 20 


sen 20 — cos? 20 sen 20. 


Portanto, 


| sen? 20 de | (sen 20 — cos? 20 sen 20) 49 


[ sen 20 40 — | cos? 20 sen 20 40 


_ 1 d soni 
2 “os 28 + < cos” 20 + C. 
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iii) | sent de: 


Neste exemplo n é um número par. Na preparação do integrando, usamos agora 
as identidades (2) e (3). Temos, 


sen!x = (sen2 x) 


Lec DE 
2 


= 20 — 2cos 2x + cos? 2x) 


1 1 + cos 4x 
= a (1208 2r + 2 | 
3 1 1 
= g 908 2x + ç cos 4x. 
Portanto, 
3 1 1 
4 _ 3 1 2 
| sen хах = [Ee y 008 2x + q cos 4х) dx 


3 1 1 
= g x T д Sen 2х + 4, sen 4х + C. 


Observamos que о raciocínio usado neste exemplo é válido para as potências 
pares. 


7.2.3 A integral Í sen" и соѕ" и du, onde m e n são inteiros posi- 


tivos. 


Nestas integrais, a preparação do integrando deve ser feita visando à aplicação 
do método da substituição, da mesma forma que foi feito em 7.2.1 e 7.2.2. 
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Z 


Quando pelo menos um dos expoentes é ímpar usamos a identidade (1) e 
quando os dois expoentes são pares usamos (2) e (3) e, eventualmente, também (1). 


7.2.4 Exemplos. Calcular as integrais 
(D | sen x - cos? x dx. 


Preparando o integrando, temos 


sen?xcos?x = (sen? x)?-senx- cos? x 

= (1 соѕ2 х) - sen x - cos? х 

= (1-2cos? x + cost x) sen x cos? x 

= cos?x sen x—2 cos“ x sen x + cos x sen x. 
Portanto, 


6 


| sen? x cos? x dx | (cos? x senx — 2 соѕ х senx + cosŠ x senx) dx 


N 


| cos? x senx dx - 2 | cos^ x sen x dx 


+ | со8 x sen х dx 


— cosx + 5 cos 
3 5 


5 


x-3 сох + С. 


(її) | sen? x cos! x dx. EE AN 


Preparando o integrando, temos 
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sen?x costx = sen?x-(cos? x? 


_ l-cos 2х 1 + cos 2x Y 
3 2 2 


E Š (1 + cos 2x — cos? 2x сов? 2x) 


- s|! + оода SA (1 sen? 20 cos 2x | 
2 с cle O ЭЭ СУР 
© 16 16 8 
Portanto, 
| sen? x cost x ах = | dh coc dnb ОР dx 
16 16 8. 


E NOE Б 1 3 
= 16 * бд sen 4x + де sen 2x + C. 


7 


(iii) | sen x cos! x dx. 


Quando m e n são iguais, também podemos usar a identidade 


sen x cos x = 2 sen 2x. (4) 
Temos, 

| 4 
sen х costx = E sen a 


TM 2 2 542 
zB (sen^ 2x) 


Portanto, 


| sent х cos^ х dx = ж; 
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E Я 1 — cos 4x Y 
© 16 2 


E (1 — 2 cos 4x + cos? 4x) 


1 1 + cos 8х 
64 Ë — 2 cos 4х + 2 J 
3 1 

128 32 cos 4x + 128 cos 8x. 


| 


шэг 
128 


sen 4x + 


1024 


sen 8x + С. 
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7.2.5 As integrais | tg” u du e | cotg" и du, onde п é inteiro posi- 


tivo. 


Na preparação do integrando, usamos as identidades 


1р2 и 
соїр2 и 


Sec 


cosec 


2 


u-l e 


2u— 1. 


Os artifícios são semelhantes aos usados nas seções anteriores. Temos, 


tg” u 


tg 


tg 


n-2 


n-2 


u-tg? y 


и (sec? u — 1) 


6). 
(6) 
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cotg'u = cotg"-? y - cotg? u 


Cotg" -? y (cosec? и — 1). 


7.2.6 Exemplos. Calcular as integrais 
о fig 30 do. 


Preparando o integrando, temos 


16530 = 1830-16230 


tg 30 (sec? 30 — 1) 


tg 30 sec? 30 — tg 30. 


Portanto, 


| tg? 30 de | (tg 30 sec? 30 — tg 30) de 


6 18230 + 1 In Icos 301 + С. 


(ii) | соц” 2x dx. 


Preparando o integrando, temos 


cotg2x = cotg? 2x- cotg? 2x 


cotg? 2x (cosec? 2x — 1) 


— 
Q 
= 

58, 
B 
8 
| 
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= cotg” 2х - cosec? 2x — cotg? 2x 
= cotg? 2x - cosec? 2x- (cosec? 2x — 1) 


= cotg? 2x - cosec? 2x — cosec? 2x + 1. 


E [ (cotg? 2x - cosec? 2x — cosec? 2x 4 1) dx 


- сош? 2x + 1 cog 2x + x + C. 


7.2.7 As integrais | seu du e | cosec" и du, onde п é inteiro posi- 


tivo. 


Estas integrais, para o caso de n ser um número par, são resolvidas utilizando 
as identidades (5) e (6). Temos, 


sec" x — 


cosec" x 


n-2 
(sec? x) 2 


(tg? x + 1) ? 


n-2 


= (соѕес2 x) 2 


n-2 
= (cotg х + 1)? . cosec? x. 


Quando n for ímpar, devemos aplicar o método da integração por partes visto 


na Seção 6.5. 
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7.2.8 Exemplos. Calcular as integrais 
(D j cosec5 x dx. 


Preparando o integrando, temos 


cosecóx = (cosec? x)? - cosec? x 


=  (cotg? х + 1) - cosec? x 
5 


= (cotg1 x+ 2 cotg? х + 1) cosec? x 


= соїр“ x cosec? x + 2 cotg? x cosec? х + cosec? x. 


Portanto, 


`. 


| cosec? x dx = | (cotg^ x cosec? x + 2 cotg? x cosec? x + cosec? x) dx 


- ç сов? x — 2 cog) x cog x + C. 


(iD j sec? х dx. 


Nesta integral, vamos usar o método de integração por partes. Seja 


и = secx = du = secx-tgxdx 
dv = secxdx => y = J se? x dx = tg x. 
Então, 


| sec? x ах = sec x tg x [tg x sec x- tg x dx 
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sec x-tgx- | tg? x sec x dx 


= sec x-tgx- | (sec? х— 1) sec x dx 


sec x tg x — | sec? x dx + | sec x dx. 


Adicionando | sec? x dx а cada membro, obtemos 


2 | sec? x dx = sec x tg x + | sec x dx 


sec x tg x + Inl sec x ^ tg xl 


ou 


O ra 


f sec? x dx => sec x tg x + у ln [sec x + tg xl +C. 


7.2.9 As integrais | tg" u seu du e | cotg" и совес и du, onde m e 
n são inteiros positivos. 


Quando m for ímpar ou n for par, podemos preparar o integrando para aplicar 
o método da substituição. 


Quando m for par e n for ímpar a integral deve ser resolvida por integração 
por partes. Os exemplos que seguem ilustram os diversos casos. 
7.2.10 Exemplos. Calcular as integrais 


(Ü | tg! x sec? x dx. 


Neste exemplo n é par. Podemos, então, preparar o integrando para aplicar o 
método da substituição. Temos, 
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tg xsecÓx = tg! x(sec? x)? sec? x 


= tg x(tg? x + 1)? sec? x 
= tg'x(tgfx+2tg?x+1)sec?x | 


= tglx ѕвес2х +2109 х sec?x+tg'x sec? x. 


Portanto, 


| tg” х secóx dx = | (tg! x sec? x + 2tg? x sec? x + tg! x sec? x) dx | 


ое O ls 
12 E x+ ç tg x + ç tg Xd. 


(її) | tg! x se x dx. 


Neste exemplo m é ímpar. Podemos, então, preparar o integrando como segue 


5 


197 х sec х= (tg? х)? tg x sec? 


Х secx 


= (sec?x—1) sectx secx tgx 


6 


= (seclx-3 sec? x-- 3 ѕес x — sec^ x) sec x tg x. 


Portanto, 


| 187 x sec? x dx | (sec? x — 3 secó х +3 secŠ x — sect x) sec x tg x dx 


EE 1 9 E 1 
jj See! x — q sec? x+ 7 sec х qse x + C. 


Observamos que, no exemplo (i), poderíamos preparar o integrando de forma 
idêntica à preparação do exemplo (ii), pois m = 7, isto é, m é ímpar. Os resultados 
seriam equivalentes. 
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(йй | tg? x sec? x dx. 
Reescrevendo o integrando, temos 


| ig x sec x dx = | (sec? x — 1) sec? x dx 


| (вес? x — sec? x) dx 


| sec? x dx — | sect x ax. 


Recaímos em duas integrais que devem ser resolvidas por partes, como foi 
feito no exemplo 7.2.8(ii). Temos, 


| 182 x sec? x dx = | sec? x dx — | sec? x dx 


- a Dr duy 
RE od да 5 


- y Inisec x + gx! + C. 


Observamos que as integrais | sec x dx e J вес? x dx também podem ser 


calculadas usando a fórmula de recorrência que será dada na seção seguinte. 


7.2.11 Fórmulas de Redução ou Recorrência. 


O método de integração por partes pode ser usado para obtermos fórmulas de 
redução ou recorrência. A idéia é reduzir uma integral em outra mais simples do mesmo 
tipo. A aplicação repetida dessas fórmulas nos levará ao cálculo da integral dada. 


As mais usadas são: 


-1 п 
| sen" и du = x sen"^! и cos и + 


| sen"-2 и du; (7) 
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| cos" u du = + cost! и sen и + ^— 1 | сов"-2 и du; | (8) 
| sect u du = —— se? u tg u + ES | sert? u du; (9) 
| cosec" м du = a соѕес" 2 y cotg u + Hoe | совес” 2н du. (10) 
n-1 n-1 
Prova de (7). Seja 
и = se!u => ди = (n-1)sen”?ucos и du 
dv = senudu > v = | sen u du = — cos и. 


Integrando por partes, vem 


sen"! и (- cos и) — [ (- cos и) - (n — 1) - sen” ~? 


Í sen” u du и - COS и du 


п-2 y cos? u du 


—sen"-! u cos u + (n — 1) | зеп 


—sen"-! и cos и + (n — 1) | sen" -? 


u (1 — ser? u) du 
= —sen"-! y cos и + (n — 1) | (8ёп7-2 u — sen" и) du 
= – ѕеп”-1 исоѕи — (n-1) | sen" и du 


+ (n— 1) [ sen" ?u du. 
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Somando (n — 1) | sen” и du em ambos os membros, obtemos 


п | sem и du = — ser! и со8и4(ї- 1) Í sem-? и du 


оп, 


-1 Е п — 1 
J зеп" и du = = зот l и cos u + : J se? 


u du, 


o que prova (7). 


7.2.12 Exemplo. Aplicar uma fórmula de recorrência para calcular a integral 


| sen’ 2x ax. 


Fazendo u = 2x, temos du = 2 dx. Então, 


| sen? 2x ax 2 | sen и du 


El M 4 3 
| 5 sen и cos u + ç | sen u du 


i= senfu cosu + | = sen? u сози + : | sen u du | 


10 5| 3 
xoc 4 2 м2 4 
= 10 sen" и cos и 15 sen” u cos u — 15 cos u + C 


= za _ 2 2 4 
= 70 sen* 2x cos 2x 15 sen 2x cos 2x – т. cos 2x +C. 
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7.2.13 Integração de funções envolvendo seno e cosseno de arcos dife- 


rentes. 


As identidades trigonométricas 


sen a cos b = — [sen (a + b) + sen (a — b)] 


юре 


sen a sen b = с [cos (a — b) — cos (a + b)] 


cos a cos b = 5 [cos (a + b) + cos (a — b)] 


auxiliam na resolução de integrais envolvendo seno е cosseno de arcos diferentes. Os 


exemplos seguintes ilustram alguns casos. 
7.2.14 Exemplos. Calcular as integrais 
G) | sen 4x cos 2x dx. 
Usando (11), vamos preparar o integrando. Temos, 


sen 4x cos 2x = 5 [sen 6x + sen 2x]. 


Logo, 


| sen 4x cos 2x dx 


1 
2 | [sen 6x + sen 2х] de 


| f sen 6x de + f sen 2x dr] 


N | - 
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(ii) | sen 5x sen 2x dx. 


Usando (12), temos 


| sen 5x sen 2x dx = 


(iii) | cos 5x cos 3x ах. 
Usando (13), temos 


| cos 5x cos 3x dx = 


E (— cos 6x) + 5 (— cos 29 | + С 


№ | 


|j сөз ёс + cos ах | C. 


1 
2 | [cos 3x — cos 7x] dx 


2| | cosas as - | cosTx ar | 


юре 


1 1 
| 3 sen 3x — 7 sen 7r | + C. 


1 

2 | [cos 8x + cos 2x] dx 

1 

2 |] cos 8x de + [cos 2х as | 
8 2 


j [q entr tj sn С 


111 
| кай + as e с. 
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7.3 INTEGRAÇÃO POR SUBSTITUIÇÃO 
TRIGONOMÉTRICA 


Muitas vezes, substituições trigonométricas convenientes nos levam à solução 
de uma integral. Se o integrando contém funções envolvendo as expressões 


Va? — и? , Na? + и? ou Ni? — d? , onde a > 0, 


é possível fazermos uma substituição trigonométrica adequada. 


As Figuras 7.1 (a), (b) e (c) nos sugerem tal substituição. 


27 Кай, Кай, 
vá -1? a a 


(a) (b) (c) 
Figura 7-1 


(1) А função integrando envolve Va? — и2. 


Neste caso, usamos и = a sen 0. Então, du = a cos 0 d0. Supondo que 
—T T 
— < 0 < —, temos 
2 2 


a? — y? а? — a? sen? Ө 


= Wa? (1 — sen? Ө) 
= Va? cos? Ө 


a cos Ө. 
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(ii) A função integrando envolve Vu? + 2. 


ne caso, usamos и = а tg Ө. Então, du = a sec? Ө 40. Supondo que 


Em < 6 < —, temos 
2 2 2 ` 


үа? +42 = Ма? + а? tg” Ө 
Nd) (1 + tg? 0) 


= la? sec? 0 


= азес Ө. 


(ii) A função integrando envolve Vu? — 42. 


Neste caso, usamos и = a sec Ө. Então, du = a sec 8 tg 0 dO. Supondo 8 tal 


que 0 < 0 < Z ou л < Ө <, temos 


и? — а? Чад sec 2 Ө — а? 


= Wa? (sec? Ө – 1) 
= Væ tg? Ө 
= аір Ө. 


7.3.1 Exemplos. Calcular as integrais 


o ¡EZ a 


Neste exemplo, usamos x = 3 sen 0. Então, dx = 3 cos Ө 49. Assim, 


N9.— x? = 3 cos Ө, para 7 < Ө < 


M ja 
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Logo, 
fum dud зав oda dud 
2 4 9 sen? 0 
1 | 
- 2 | cote? 0 40 


_ 1 2 
= > | (созес 0 — 1) 40 


(-cotg 0 — Ө) + C. 


юре 


Devemos agora, escrever este resultado em termos da variável original x. 


Sabemos que, se x = 3 sen 0, = < 0 < > ° então 8 = arc sen F 


Observando a Figura 7.1 (a), vemos que 


| Корка 
cotg Ü ===, 
x 
Portanto, 
¡EL a _ 1 ү9 — 22 х 
=> — x - are sen y + С. 


" х 
k. aa 


Neste exemplo, usamos x = 2tg 0. Então, dx = 2 sec? 0 d0. Assim, 


Nx? + 4 = 2 sec Ө, para 7 < 0 < A 


Ё Р” ONELA EET IEEE VORE ATENEO EA EE ad 
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Logo 
x 4 tg? 
=== dye E 2 sec? 0 de 
= ala 


$ ае sec ө ao 


$ | ес? ө — 1) sec 0 do 
= $ | вес? Ө — sec 0) do. 


Usando a fórmula de recorréncia 7.2.11(9), vem 


x E 1 | 
dx = z |3 sec tgð +z |secO 40 – | sec 040 
ea 3 12 ;] | 


= 5 sec 0 ig 0 — 2 In Isec 0 + ig 0! + C. 


Vamos agora, escrever este resultado em termos da variável original x. Obser- 
vando a Figura 7.1(b), escrevemos 


N + 4 x 
sec Ü =—— e р Ө = =: 
2 i 2 
Portanto, 
| х2 5e _ 2 Né«4 x 2 Ү244 x "m 
3N + 4 3 2 2 3 2 2 
E QE dm лсэн is 
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Este resultado poderia ainda ser escrito como 


E 1 2 
за ари 4814-2084 р, 
| A 6* + 3 (VW + 4 + x) + 


onde D = C +Z In2. 


- (üii) [ _ dx 
BNP - 16 
Neste exemplo, usamos x = 4 sec 0. Então, dx = 4 sec Ө tg Ө 40. Assim, 


VW -16 = 4 tg 0, рга0<0< 2 cu x es. 


2 2 
Logo, 
| dx = | 4 sec 0 tg 0 dO 
х3 V — 16 64 - sec? Ө-4.1р6 
_ 1 [ d 
64 4 sec? Ө 


_ 8l 2 
5 ад | cos 0 do 


1 1 + cos 20 
= 2 do 


B s [а + cos 20) ад 


= E 0-2 sen 20) + C. 
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Vamos agora, escrever este resultado em termos da variável original x. Obser- 
vando a Figura 7.1(c), escrevemos 


ertsona, Р 
x x 


Da identidade trigonométrica 


> sen 28 = sen 8 cos 8 


vem que 


Para substituirmos o valor de Ө , devemos tomar algum cuidado. Inicialmente, 
observamos que a função integrando está definida para valores de x >4 e x < -4. 


Para х > 4, temos que sec 0 =% >l e portanto , O = arc sec ^, 
T 
<0 < =: 
P 2 


x 2 х 
Para x < — 4, temos que sec 0 = 4 < —1. e sua inversa = sec 3 toma 
x 


valores entre 2 


e x (ver Seção 2.15.4). 


sete ; 3 
Como ao fazermos a substituição x = 4 sec Ө, assumimos que x < 0 < — 


2 
x 
e como sec (2x — а) = sec a, para x < — 4, podemos escrever 0 = 2 x — arc sec y ; 


Зп, 


< 
п<Ө0 < 2 
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Portanto, para x > 4, temos 


| ах — FR 
© No -16 128 4 37 


e para x < — 4, 


| ах _ 1 ЕРЕ s m ë 

202-16 18 4 х? 
T 

onde C = 64 + C. 


7.4 EXERCÍCIOS 


Nos exercícios de 1 a 35, calcular a integral indefinida. 


1. а | 2. | cos x - cos (sen х) dr 
3. pue 4. Јес na 

5. 5 a 6. | sec (к +1) а 

7. | sen (or + Ө) dr 8. | x cosec 2 dx 


9. | cos x - tg (sen 3) dx 10. | sen? DR dy de 


SOR EELE CALR e e 
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11. 
13. 
15. 
17. 
19. 
21. 


23. 


| 27. 
29. 
31. 
33. 


35. 


36. 


| cos G — 39 dx 12. | ох sent (2-1) 
| eZ cos? (е2х — 1) dx 14. | sen? 28 cos! 20 de 
| sen? (1 — 20) cos? (1 — 20) de 16. | sen? (t — 1) cos (t — 1) dt 
ТАТ: | 18. | tg? x cost х ar 
| cost х ax 20. | их ax 
[ех д 22. | 15 sen’ х ёс 
cost х 

| 15 sen? x cos? x dx 24. | 48 sen? x сов х dx 

3 2 
| cos Зх dx 26. ph dx 

sen x 
| sen 3x cos 5x dx 28. | tg? 5x dx 
3 

| sen cx sen (or + 0) ar 30. pez х ' 

sen x 

4 6 8 
sec” t cotg t sen t dt 32. | =— tg? 1 dx 
| Еа 
3 4 

| se 0-494 34. | cosec (3 - 23 dx 


IE cotg? 02 -1) cosec? (х2 - 1) dx 


Verificar as fórmulas de recorrência (8), (9) e (10) da Seção 7.2.11. 
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37. 


38. 


39. 


45. 


47. 


49. 


51. 


53. 
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Verificar as fórmulas: 


1 
n-i 


(a) | "u du = gl u — f ig? u du 


(b) | cog" u du = cotg!! u — | cog"? u du 


n-1 


N la 


Calcular a área limitada pela curva y = cos x, pelas retas x = 


Calcular a área limitada por y = 2 | sen x | , x = 0, x = 2л e o eixo dos x. 


Calcular a área da região limitada por y = tg? x, y - 1 ех= 0. 
Calcular a área sob o gráfico de y = cos? x, de O аёл. 
Calcular a área sob o gráfico de y = sen? x, de O até л. 
Calcular a área sob o gráfico de y = sen? x, de O até m. 


2 


Calcular a área entre as curvas y = sen^ x e y = cos? x, de 


Aja 


Nos exercícios de 45 a 67, calcular a integral indefinida. 


dx dt 
lr с жиг 


х 
lg 


2 


at 


Зп Р 
ео eixo dos x. 


48. | (1 — 427 qi 


|244-34 а s. |e 02 +3 ах 


_5х+4_ : 2 4d 

e T% 52 | «+12 л +1 dx 
p e 

——a Ba | =d 

luz i Í = 


57. 


59. 


61. 


63. 


65. 


67. 


68. 


70. 


72. 


Ї == 
1 f+ 
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1 dt 
l, e- 1 3-12 -9 


56. 


58. 


60. 


62. 


64. 


66. 


e* 
gs 


pa 


¡El a 


Үл — 22 


| (х + 3) dx 
Vx? + 2x 


| 2-4 a 


| TZ + 20 ax 


423 


/2b | 
f Val — b2 х2 dx, 0«a«b 
0 


(m3 
lee 


424 Cálculo A — Funções, Limite, Derivação, Integração 


7.5 INTEGRAÇÃO DE FUNÇÕES RACIONAIS POR 
FRAÇÕES PARCIAIS 


No Capítulo 2, vimos que uma função racional f(x) é definida como o quo- 
ciente de duas funções polinomiais, ou seja, 


_ РО), 
fo) = q(x) 


onde p(x) e q(x) são polinômios. 
As integrais de algumas fungóes racionais simples, como por exemplo 


1 1 : 2x А 1 
2 2+1 2+1 x+ 6х + 13 


são imediatas ou podem ser resolvidas por substituição е já foram vistas anteriormente. 


Nesta seção, vamos apresentar um procedimento sistemático para calcular a 
integral de qualquer função racional. A idéia básica é escrever a função racional dada 
como uma soma de frações mais simples. Para isto, usaremos um resultado importante 
da Álgebra, que é dado na proposição seguinte. 


7.5.1 Proposição. Se p(x) é um polinômio com coeficientes reais, p(x) pode ser 
expresso como um produto de fatores lineares e/ou quadráticos, todos com 
coeficientes reais. 


7.5.2 Exemplos. 


(1) O polinômio q(x) = x? — 3x + 2 pode ser escrito como o produto dos 
fatores lineares x - 2 e x — 1, ou seja, q(x) = (x — 2) (x — 1). 


(ii) O polinômio q(x) = x? — x? + x — 1 pode ser expresso como o produto do 
fator linear x — 1 pelo fator quadrático irredutível x? + 1, isto é, 


q (z) = Q2 + 1) (x- 1). 
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(iii) р(х) = [ + 5) (x — 1)? (х2 + Зх + 4) é uma decomposição do poli- 
nómio р(х) = 3º + 4x% — 2x? — 16x? + 7x + 4. 


р(х) 
q(x) 
subordinada ao modo como o denominador g(x) se decompõe nos fatores lineares e/ou 
quadráticos irredutíveis. Vamos considerar os vários casos separadamente. As formas 
das respectivas frações parciais são asseguradas por resultados da Álgebra e não serão 
demonstradas. 


A decomposição da função racional f(x) = em frações mais simples, está 


Para o desenvolvimento do método, vamos considerar que o coeficiente do 
termo de mais alto grau do polinômio do denominador q(x) é 1. Se isso não ocorrer, 
dividimos o numerador e o denominador da função racional f(x) por esse coeficiente. 


Vamos supor, também, que o grau de р(х) é menor que o grau de q(x). Caso 
isso não ocorra, devemos primeiro efetuar a divisão de p(x) por g(x). 


As diversas situações serão exploradas nos exemplos. 
1º Caso. Os fatores de q(x) são lineares e distintos. 

Neste caso, podemos escrever q(x) na forma 

q(x) = (x UU a) (x т» a,) po (x 7 а,), 


onde os a, i= 1, ..., п, são distintos dois a dois. 


р(х) 
q(x) 


A decomposição da função racional f(x) = em frações mais simples é 


dada por 


onde А,, A,, ..., À, são constantes que devem ser determinadas. 
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7.5.3 Exemplos 


(i) Calcular I = | 2 


Solução. Temos, 


х-2 
х – 302 - х + 3 


х-2 


— 3⁄2 — x+ 3 


x — 2 
(x — 1) (x + 1) (x — 3) 


Reduzindo novamente ao mesmo denominador, vem 


x-2 


(x + Dx - 3A, + (х - Dx — 34, + (x 1) + DA, 


(DS NG 


(x- 1) (x 4 1) (x -3) 


02-2х5-3)А, + (G2- 4x 4 3) A; + (2-1)A, 
(х= D @ + D G@ — 3) 


(А, +A, +A + (— 2А, -44,)x + (— ЗА, + ЗА, - А) 
(х-1) (x41) (х-3) | 


Eliminando os denominadores, obtemos 


x— 2 = (A, + A; + A) X! + (24, — 4A,) x + (ЗА, + ЗА, – Ay). 


Igualando os coeficientes das mesmas potências de x, segue que 


A, + 4 +А, = 
-2А, — 44, = 
—A, + ЗА, — A, = 


0 


2. 
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Resolvendo o sistema de equações, obtemos 
-3 1 
‚ Á, = з ° A, = 8 


Portanto, a decomposição em frações parciais é dada por 


Xu _ 1⁄4 12348 2 1/8 
(х-1)(х+1)(х-3) | x-1 х-41 x-3 
а 4 3- i et 1 
4 x-1 8 x+1 x-3 
e entáo, 
3 dx 1 dx 
Кош үн. tu] 584313 
- T gy Йй ы РИ ЕЕ 
4 8 8 i 


Observamos que existe outra maneira prática para determinar os valores das 
constantes 4,, Л, е Az. Eliminando os denominadores na igualdade 


x-2 9 А, x A, Н 4, 
(х – 1) (х+ 1) (х- 3) х-1 х-41 x-3' 


obtemos 


х-2=(х+ 1) (х-3)А, +(х- 1) (zx — 3) A, + (x 1) (х + 1) A,. 


Podemos, agora, determinar A,, A, e А, tomando valores de x que anulem os 
diversos fatores, como segue: 
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x=151-2 = G+DA-DA+A-DA-DA+A-DA+DA, 
-1= -4A, 


4. 
4º 


e 
II 
| 

toa 
| 

ta 
| 

N 
| 


= (C1*1)C1-3)A, * C1- 1) C1-3)A; 


+ (1-1) (-1+1)А, 


-3 = 84, 
-3 
A, = ГЕ 


x=353-2 = (3+1)(3-3уА + (3—1) (3-3)А, + (3—1) (3 * DA, 
1 = 8A, 
1 
A, = 8 
(ii) Calcular 1 = [55 ЖЭ 


Solução. Para resolvermos este exemplo, devemos inicialmente preparar o 
integrando. 


Como o grau de p (x) é igual ao grau de q (x) efetuamos a divisão dos 
polinômios. Temos, 


-4д 2034 23 -4-2 
26 X^ 9x1 20 +? -2х-1` 
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Portanto, 


gu Ж. 
ДАЕ стеги 


-2x + l» 


2? -4х-2 
253 + 2 – 2х – 1 


onde 1, = dx. 


Para resolver /,, ainda necessitamos preparar o integrando. Dividindo o nu- 
merador e o denominador da função integrando por 2, vem 


Р 1/2 (22 — 4x — 2) 
era 


_ Ec - de. 
Peg cd 
3 1 D 
Como as raízes de qQ)-x*4-x-3 são x=1,x=-1/2 
e х= —], temos 

х -2x-1 As y A, E A 

1 1 x-1 x-V2 x+1 
Ks lupi e 


Eliminando os denominadores, obtemos 


х2 2x- 1 = (х + 1/2) (x + DA, *(x-D (x + 1) A, + x-1) (x + 12 A}. 
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Substituindo x pelos valores x = 1, x = —1/2 e x = –1, vem 
zd 22282254 
х= > 2= y 2A 

2 
A, = -3 
1 3 1 
demi > 1/4 = 22323 4 
1 
А, = 3º 
=-1 2: 22232524 
мани: Gd S. 
A, = 2 
Portanto, 
?—2х-1___2 _1 1 dc gu E 
é 1 1 3 x-1 3 х+1/2 х +1 
tPlx-x-- x 
2 2 

e então, 

2 ах 1 ах dx 
aem тарла Рез 
2 


II 


-f ne 11-7mb+1/21+2mk+11+C,. 
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Logo, 

1 = -2x- 
= —2х— 
= -2х- 

" 1 

onde C = C, +3 In2. 


Z Ink- 1l- 3 ln b + 1/21 4210 k + 11 + C, 

2 1 1 

3 8 k-1l-3 In 2xell +ç In2 +21 1140, 
2 1 
4nbk-li-5inUxeil*e2inik e 11 0C, 


2º Caso. Os fatores de q(x) são lineares sendo que alguns deles se repetem. 


Se um fator linear x — a, de q(x) tem multiplicidade r, a esse fator corres- 
ponderá uma soma de frações parciais da forma | 


onde B,, В,, ..., B, são constantes que devem ser determinadas. 


7.5.4 Exemplos 


+ 3x- 1 


(i) Calcular [= 


dx. 
x — 40 


Solução. As raízes de q (x) são x 2, x = -2e x = 0, sendo que x = 0 tem 
multiplicidade 2. Assim, o integrando pode ser escrito na forma 


x -3x-1 


x + Зх – 1 


x 4x 


(x — 2) (х + 2) 2 
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A, A, В 
+ + 
x-2 x+2 pg x 


Eliminando os denominadores, obtemos 


х3-3х-1 = (x*2)x!A,* x2) 33 A, + (x -2) (x + 2) B, 


+ (x-2) (x+2)xB,. 


Atribuindo a x os valores x = 2, x = 2 ex=0,vem 


х=2 ә 13=4-44,, dus 

=-2 > -15--4-4А,, А, = 
1 

x=0 > -1=-2- 2B,, Ву = 1° 


Por esse procedimento não conseguimos determinar o valor de B,. Рага deter- 
miná-lo, tomamos uma equação conveniente do sistema obtido igualando os coeficien- 
tes das mesmas potências de x. Usando a igualdade dos coeficientes de xi, obtemos 


l = А,+А„+В, 
13 15 
1 = 16 + 16 + B, 


№ 
Aju 
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Portanto, 
x +3x-1_ 13 1 +15. 1 13: E CR 
x-4Agd 16 x-2 16 х-2 4 Y 4 x’ 
e então, 

xi -3x-1 13 dx 15 dx Ifd 3[dx 
x*-A4x er ло cu 

13 15 1 3 
= 16 0110-21 + 16 lnle+ 21 — — = In lk] +C 


(ii) Calcular | o 66-19 


Vamos primeiro, encontrar a integral indefinida 


= X 
ipo sss 


dx. 


Como o coeficiente do termo de mais alto grau do polinômio do denominador 
é diferente de 1, para resolvermos /, necessitamos preparar o integrando. Dividindo o 
numerador e o denominador da função integrando por 8, vem 


x/8 
I = | E 7 dx 
ES UM qd 
1 x 
1 plos oce 
2 8 
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3⁄2 Зх 


O polinômio q(x) = x? — + m tem raiz x — : com multiplicidade 


2 4 8 2 
3. Assim, o integrando pode ser escrito na forma 


x — 


N [o 
Mo 
+ 
+ | 
e 
| 
| ma 
аа 
= 
| 
№ jm 
— 
+ 
гарцны” 
M 
| 
Ni 
— 
ZE EN 
E 
| 
N jm 
DEPRESSA 


Eliminando os denominadores, vem 


1 1 
^in pir 


1 1 
А, X + CA + A,)x + TA TS ASA. 


ы 
11 


Igualando os coeficientes das mesmas potências de x, segue que 


A, = 0 
А,- A,=1 

1 1 
AT 45 + 4% 0 
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e então, 


l lf dx ` eo 
Eus de о 


OO |= 


K PS A O 
4 (x- 1/2? x - 1⁄2 


Logo, 


2 
x 
dx 
f & — 12x +6x-1 


2 


D к NE: О 
|» 8|4x-1/2» x- 1⁄2 


1 -1 1 1 1 
= > - + + 
8|4(2-1/22 2-1/2 4(1-1/2) 1-1/2 


5 


18 ` 


Observamos que o procedimento prático adotado nos exemplos anteriores para 
calcular as constantes das frações parciais, não é eficiente neste exemplo, pois ele 
fornece apenas o valor de uma das constantes. No entanto, ele pode ser usado como 
ferramenta auxiliar. 


3* Caso. Os fatores de q(x) são lineares e quadráticos irredutíveis, sendo que os fatores 
suadráticos não se repetem. 


A cada fator quadrático x? + bx + c de q(x), corresponderá uma fração parcial 
13 forma 
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Cx + D | 
х2 + bx + c 


7.5.5 Exemplos 


2x) + 5х + 4 


; lar fl. == 
«уена Х.Х -х-3 


O polinômio q(x) = x? + x? + x — 3 tem apenas uma raiz real, x = 1. Sua 
decomposição em fatores lineares e quadráticos é dada por 


q(x) = (x — 1) Q2 + 2x + 3). 


Podemos, então, expressar o integrando na forma 


22+5x+4 A " Cx+D . 
A+ 2+x-3 х-1 X +2+3 


Eliminando os denominadores, vem 
2532-5544 = A(@+2x+3)+(Cx+D)(x-1) 


= (ALOX+(QA-C+D)x+3A4-D, 


e então, 


ASC =2 
24-0-40-5 
ЗА =D=4. 
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Resolvendo o sistema, obtemos 


11 ` 1 9 
А = B С=ер= 
Portanto, 
2x + 5x + 4 11 1 1 x + 9 


=>. +>. 2» 
хХэхХж-х-3 6 х-1 6 2+2x+3 


e dessa forma, 


I = Ц| dx gt x +9 
6 2 x-1 6! 2+2x+3 
11 1 
= 6 За -114014С, 
onde, 
E UP E 
d x + 2х £3 


O integrando de 7, é uma função racional cujo denominador é um polinômio 
quadrático irredutível. Integrais dessa forma, aparecem frequentemente na integração 
das funções racionais e podem ser resolvidas completando o quadrado do denominador 
e fazendo substituições convenientes. 


Temos, 


2+2x+3 (2-2Х5-1)-1-3 


(541) +2, 
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e portanto, 


x + 9 
(х + 1? + 2 


M 
Il 
— 


Fazendo a substituição и = x + 1, temos x = u — 1 e dx = du. Então, 


E = IEEE) du = | 222 au 


u +2 и + 2 
a | и du x du 
и + 2 и? + 2 


TEE: 2 8 28. 
= 5 In (и аг аж DNE 


x+1 


1 8 
= jn (Z + 2x + 3) + — arc tg ——— + C. 
pora + ае 


1 8 x+1 
I=— 1а |х - 1l+ |= I (2 + 2x + 3) + — tg ——— |+ C. 
Ї ел. & 


dx 
Q2 + x + 1) G2 + 4x + 5) 


1 
Gi Calcular Í 


Vamos primeiro, calcular a integral indefinida 


[= dx 
Q2 + x + 1) 02 + 4x + 5) 
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O polinômio q(x) = (x? + x + 1) @2 + 4x + 5) não possui raízes reais e já se 
encontra decomposto em fatores quadráticos irredutíveis. Podemos, então, escrever o 
integrando na forma 


1 Cx + D. Cx + D, 
E NA + $ 
(2 +х+ 1) (2 + 48+ 5) ?+х+1 ?+4х+5 


Eliminando os denominadores, vem 


E 
II 


(C, x D) О? +4х + 5) + (С,х D) (2+x+ 1) 


(С, + C) х + (4С, +C, +D, +D) ° 


+ (5C,+ C, +4D,+ D,) x + 5D, + Dy 


e então, 
C, + C, = 0 
4C, + C, + D, + р, = 0 
5С, + С, + 4D, + р, = 0 
5D, + р, = 1 
Resolvendo o sistema, obtemos 
3 3 1 8 
CS wd ere ЗЕ ТО 
Portanto, 
1 Е И -3х + 1 1 3x + 8 | 
б2+х+1)0?+4х+5) 13 2+х+1 1013 2+4х+5 
e assim, 


1 -3х + 1 dx + À | 3x + 8 
112 2 +x+1 13 Ј 2 + 4х + 5 


1 = 


440 Cálculo A — Funções, Limite, Derivação, Integração 


Completando os quadrados dos denominadores, vem 
1-4 | Ax dx + | 3x + 8 dels 
1312 (x + 1/2? + 3⁄4 (+2 +1 


Fazendo a substituição u = x + 1/2 na primeira integral e v=x +2 na 
segunda, obtemos 


J = 

Зи ас) 

E 5/2] шаг! zia til тэс TE | 

= 5l- лаб? 43/4) +2 arc tg : ud 2 110° +1) +20 шу +C 
13| 2 2 E 43 

- 5|- dm (24x +1) 3 aig 2524 
мээн 

Logo, 

| = s @ E E шин 25 TuS 8 x > р 


+2 are tg 3-2) aro tg E- 385-2002) 
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PEHEZLIU 


113, 2 543 m 
EIE 3 ` + 2 arc tg 3 — 6 


3 
= d юзу maa eg 3 2032 


4º Caso. Os fatores de q(x) são lineares e quadráticos irredutíveis sendo que alguns 
dos fatores quadráticos se repetem. | 


Se um fator quadrático x? + bx + c de q(x) tem multiplicidade s, a esse fator 
corresponderá uma soma de frações parciais da forma 


Cx + D, Cx + D, С,х + D, 


u A RM. RE, EE ысы s= 
(2 + bx + cy (02 bx + gs X + bx + c 


7.5.6 Exemplos 


| х +1 
D' Calcular $ = J] <r =" 
0) | x( + 2х +3)? 
O integrando pode ser escrito na forma 


x+1 A Cx + D, Cx + D, 
== + + + 
х(2 + 2х + 3) x (2+2x+3 (2+ 2x + 3) 


Eliminando os denominadores, vem 


x+1 A(2+2x+3+x(C x+ D)+ x (х2 +2х+3) (С,х+р,) 


(А + С.) x* + (4А + 2C, + D.) + (10А + C, + 3C, + 2D) 22 
2 27252 1 22538852 


+ (124-0,430,)х49А, 
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e então, 
A + C, = 0 
4А + 26, + D,=0 
10А + С, + ЗС, + 2D, = 0 
12А + D, + 3D, = 1 
9A 1 
Resolvendo o sistema, obtemos 
1 1 1 -1 -2 
по» ол нил ээ 
e assim, 
Кек к. ms уус ls. vl. cb 
x (2 + 2х +3)? 9 х 3 (2-25-32 9 X +2 +3 
Portanto, 
fe 2| 8 f- _ —x+1 эс. àx-i[ x+2 
91 x *3 2 5 2х + 305 94 2 + 2х +3. 
1 1 1 
= ginklit43l - b, 
—x + 1 х + 2 
onde 1, = ах L, = ————— 
ET lu neg ° 2 22x43 


A integral Z, é análoga ás que foram resolvidas no decorrer dos exemplos do 
3º Caso. Como naqueles exemplos, para resolvê-la, completamos o quadrado do deno- 
minador e fazemos uma substituição conveniente. Temos, 


ара dx = | Eu uo 
(+ 12 + 2 
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Fazendo a substituição u = x + 1 ; x = u — 1 e dx = du, vem 


u + 1 
L, = 25а 


и du 
du + 
] 21.7 кт 
1 2 1 u 
= jn + 2) + 17 Ye tg +С 


1 1 х +1 
= y In (2 + 2x + 3) + у arc tg 4: + С. 


Uma integral como /, não foi vista anteriormente. Рага calculá-la, inicial- 
mente, completamos o quadrado do denominador e fazemos a mesma substituição que 
fizemos para calcular /,. Temos, 


—x + 1 
ut |o» 


| -x+ 1 
[x + 12 + 2]? 


—u +2 
| a” (onde u = x + 1) 


-и du 
espetos» 
1 du 

que ud 5 су 


Para resolver a integral | › podemos recorrer a uma substituição 


NEN, Rem 
(42 + 22 
trigonométrica como foi visto em 7.3. Fazemos и = V2 tg O. Então du = V2 sec? Ө do. 
Assim, 
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| du | 22-ке 9 48 X2 sec? Ө 40 
(и? + 2)? (21g? Ө +2)? 


= [Ж AY. | 
4 sec! Ө | | 


e 


sec? 0 x 


= 2 [cos 6 da 


№2 (1 1 
Б 2 “os Ü sen 0+ > 9 
42. 


= Эф (cos Ө sen 0 + 0). 


Para retornar à variável anterior u, observamos a Figura 7.2. Temos, 


RS ER 
12 + u’ «à 
2 x 
sen Ө = ——*——. E 
Үз + 12° LA 
ү 
Ө = агс їр E Figura 7-2 
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e então, 


| 2 І ‚2% V2 u are tg +C 
= SR 8 19-36 E i 


Retornando à variável original x, vem 


_ 1 42 | 42 (x + 1) x+1 
П 20260543) 4 E ue цаана D [+е. 


Substituindo os resultados obtidos para /, e Г, na integral J, obtemos 


1 1 
1 = DLEE 


+ arc tg 


1 pico 2 х +1 
2(2+2x+3) 2 2+2х+3 4 2 


LIT KM x+1 
So н +2ж+ 3» dpa ш 8 [+ 


х+ 2 42. x+1 1 
+ tg —=—-——_ш(х?+2х+3)+С. 
60242013) 36 “8 42001876 ) 


= |+ 


Na resolução das integrais de funções racionais que se enquadram по 4º Caso, 
normalmente aparecem integrais da forma 


du 
| 2 s , n> 1. 


Sen = 1, esta integral nos dá arco tangente. No exemplo a seguir, encontramos 
uma fórmula de recorrência para esta integral, para n > 1. 


(ii) Determinar uma fórmula de recorrência para /, = | п>1. 


du | 
(и? + а?)" 
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Inicialmente, vamos escrever a integral dada na seguinte forma conveniente: 


Pam 1 (a? + и?) — Y? 
n a? (u? + а?у" 


1 du u? 
22 | (u? + а2)"-1 Í (2 + а)" du | 


Agora, vamos usar integração por partes para resolver a segunda integral. 
Temos, 


Fazendo и =u > du = du 
у udu Е (+ ayi 
(u? + а?у" 2(1 ame n) 
vem 
| и? 42:25 u (u? + a?) l-n " (u? + а?) 1-" 
(и? + а?)" 2(1 — n) 2(1 — n) 
и (и? + а?) 1-п и 


d usd [=> 
2(1 — n) 2(n — 1) (u? ДЕ а?) "-1 : 


Substituindo este resultado na expressão geral de 1 nº Obtemos 


1 [ du Е u (u +a?) 1-" Ё 1 | du 
(u? + q?)"-1 2(1 — n) 2 (n- 1) (и2 + а2ут-1 
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_ 1 »(? £a)!" 2@m-1)-1/ de. 
= а? 2(п — 1) 2(n — 1) (и? + а?) "-! 
ЗУР? u (u? + а2)!-" 2n – 3 du | 
= a 2 (n == 1) 2(n = 1) (и + а?) "-1 


Logo, 


| du ul + d)!" _2п-3 E du 


(ш2 +a)"  22(-1) — 22(n- 1) J 0644)" 1 


dx . 
(452 + 8x + 13)? 


(iii) Calcular / = | 


A integral / pode ser reescrita na forma 


" dx 
ds EPE E 


= | ах ! 
[(2x + 2? + 9]? 


Fazendo a substituição u = 2x + 2; du = 2dx, obtemos 


1 du 
sais 98: 


Utilizando a fórmula de recorrência do exemplo anterior, vem 


| lluG( + 9-2 3 du 
da 3 2-9-2 ха сы УО 
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1 и ‚3 и( 9) | 
36 (и2 +92 36| 2.9.1 2.9.1Ј,2 +9 


№ - 


+ 
18 (4х2 +8x +13) 54 


NI 


36 (4х2 + 8x + 13? 36 


x+1 А 1 x+1 2 1 2x+2 
36 (4:2 + 8х + 13)2 12| 18 (4x? +8х+13) 108 


7.6 EXERCÍCIOS 


Nos exercícios de 1 a 23, calcular a integral indefinida. 


пан 


2) 
2 2 aas 


x— 1 


EA 


ы 
+ 
— 
х, 
| 
“o 
| 
y 
+ 


5. X +5х+4 K 6. | x-1 
ХООЛ 


+ dx 
7. А 
шээх 5-0 ? | 


> + 2 + 4 
4 20 +2 = 19, eee 


= 
Ё 

LLL 

— 


$2 Е T + C 
3602 +9? 36 [18(2+9) 18 3 53 


| 2х+2 3 | 2х+2 1 * 
+ arc tg +С 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


24. 


25. 


26. 


| je 3x — 1 
205 


| х-1 > dx 
(x + 2x + 3) 


f 4x* P 
#— 4-6 + 4x + 8 


dx 
sis 


x +X +2х+1 
47-21 


ах 


ах 
lut RE 


x-2x-1 
(x — 0 + 1) 


u+a 


: du _ 1 
Verificar a fórmula | 222 = 


и-а 


Calcular a área da região limitada pelas curvas 


1 1 
Y E-Da-9 У (1-зх(х-—4), 


Calcular a área da região sob o gráfico de y = 


х2 + 2х + 5 


Métodos de integração 


n [45 


t 12 1)? 


16. [———— 


A 
xi | m 1) (2 + 4) 


ж. | Et 


(2 + 2)? 


2 [sd _ 
| (x — 12 + 1? 


+C 


1 


, de x = —2 até x = 2. 
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27. Calcular aires палево sob DEAR Co de y = zt "E dex=1 até x= 4. 
X — 


28. Calcular a área da regiáo sob o gráfico de y — TS > dex = —2 até x = 2. 
+ 


7.7 INTEGRAÇAO DE FUNÇÓES RACIONAIS DE SENO 
E COSSENO 


Quando temos uma integral da forma 


| R (cos x, sen x) dx, 


isto é, o integrando é uma função racional de sen x e cos x, a integral dada pode ser 


reduzida a uma integral de uma função racional de uma nova variável t. Para isso, 
fazemos a substituição. 


2 T<x<T 
2-5 1 


(1) 


Para exprimir a função integrando em termos da nova variável t, precisamos 
encontrar cos x, sen x e dx em função de t. Temos, 


2 sen 


mulas 


COS x 


2X 
[os 2 


юн 


© 
° 
Ф 
N 
NiX 


Além disso, como t = tg 3 , temos x = 2 arc tg t, e assim, dx = 


мн 
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2 dt 


1+ 2 


451 


олы x ЭР 
Portanto, quando fazemos a substituição t = tg 2” podemos utilizar as fór- 


д. 
germ 


(2) 
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Observamos que a substituição (1) transforma qualquer integral de função 
racional de seno e cosseno, numa integral de função racional de t. Por isso, ela também 
é conhecida como a “substituição universal” para a integração de expressões trigono- 
métricas. 


7.7.1 Exemplos 


dx 


() Calcular 7 = ESC А 


Fazendo x = tg a e usando (2), vem 


2 dt 


- | 1+2 
E 3+32+5-5Ê 
1+2 


2 dt 
o. 


Е [ dt 
EA 
Resolvendo esta integral pelo método das frações parciais, vem 


"DN TOS „луй 
i 42442. 44{—2 


Métodos de integração 


1 1 
= деа ше 2) € 


+C. 


dx 


sen x + cos x + 2 ` 


(ii) Calcular / = Í 


Usando a substituição x = tg E e (2), vem 


2 dt 
j - | 1-2 
21 Е 
1-27 1+Ё 
2а 


- | 1+2 
E 2-1-2-2-428 
1+2 


2а 
2 + 21 43 


453 
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dt 
2 A SS US Sr 
aa 


| 
бүз 
PT RN 
St 
po 
+ 
б 


АЕ ЈЕ 


201 x 
“Substituindo t = tg 2 , obtemos 


сн 


7.8 INTEGRAIS ENVOLVENDO EXPRESSÕES DA 


FORMA Vax? + bx ^ c (a z 0) 


Algumas integrais que envolvem a expressão Vax? + bx + c , podem ser 
resolvidas usando-se uma substituição conveniente. 


Podemos completar o quadrado do trinómio ax? + bx + c, para visualizar а 
substituição. 


Os exemplos seguintes apresentam casos onde, após a substituição, a integral 
recai numa integral tabelada ou numa integral de um dos tipos apresentados ante- 
riormente. 


7.8.1 Exemplos 


(i) Calcular / = 


j dx | 
42 + 8x + 15 


Métodos de integração 455 


Vamos completar o quadrado do trinómio x? + 8x + 15. Temos, 
х2 + 8х + 15 = (х + 4 - 1. 

Neste caso, a substituição conveniente é 

u=x+4 ; du-dx, 


que transforma a integral / numa integral tabelada (ver 6.1.10 — (22)). 


Temos, 


- 

lI 
— 
Š 


arg cosh u + C 


In ju + 2-1 «c. 


Portanto, 
Г = arg cosh (х+4) + C ou 


1= in [|х+ 4+ + & +15 | «C. 


(ii) Calcular! = | A а. 
Чә — 16x — 42 


Temos, 


9 — 16x — 4x? = 25 – (2х + 4). 
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Logo, 


[= | 3х +2 dx. 
V25 — (2х + 422 


‚ Para resolver esta integral, podemos usar uma substituição trigonométrica (ver 


Seção 7.3). Temos, 


-Т л 
= — < 0 <“ 
2x +4 = Ssen Ө, 2 £0 <, 
5 
dx = > cos Ө dð e 


425 — (2х + 4) = Scos Ө. 


Logo, 


3 (5/2 sen Ө – 2) +2 5 
5 соѕ Ө 3 fos uau 


= - 12 cos 0 — 20 + C. 


Como 2х + 4 = 5 sen Ө, temos que sen O = 2 


e соѕ Ө = š N25 — (2x + 4). 


ой, ёз ОЗ 
5 i Е 5 
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Portanto, 


A 


1.55 or 44 _2х +4 
45 25 — (2x + 4) зав sen | 5 E 


-138-16-48-2 ию жа E 


A seguir apresentamos outras substituições usadas para a resolução deste tipo 
de integral. 


Temos os seguintes casos: 
(a) O trinômio ax? + bx + c apresenta a > 0. 


Neste caso, podemos usar 


dal +bx+c=+Nax+t. (1) 


(b) O trinômio ах? + bx + с apresenta с > 0. 


Neste caso, podemos usar 


dad + bx + c = xt +c. . (2) 


(c) O trinómio ах? + bx + c tem raízes reais. 
Usamos, para este caso, a substituição 
Va? + bx + c = (x — r) t, ; (3) 


onde r é qualquer uma das raízes do trinômio ах? + bx + c. 
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Os exemplos seguintes mostram esses casos. 


7.8.2 Exemplos 


(0 Calcular I = | NN RID 
x №402 +x-3 


Neste caso, o trinómio apresenta a = 4 > 0 e raízes reais. Portanto, podemos 
escolher entre as substituições dos casos (a) е (с). 


Vamos escolher o caso (a), usando o sinal positivo de (1). Temos, 


VA +x-—3 =2x+t 
Então, 
42 +х-3 = Qx 1? 
42 +x-3 = 42+4хі+Р? 
х-4хї = 2+3 
х(1-4) = 8-3 
1-4, 
dom 240 E AZ 
(1 — 4? 
е 
М5 2 ., 
-22+1+6 
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Substituindo essas expressões na integral, vem 


-42 + 2t + 12 
| (1 — 4? 
el ; 
2-3 -M+t+6 
1-4 1-4 
2 
- dt 
[к 


dx 
(x 4) V2 + 4х + 9 


O trinômio x? + 4x+9tema=1>0 e c=9>0. Portanto, podemos escolher 
entre os casos (a) e (b). | 


(ii) Calcular I = 


Vamos usar (2) com o sinal positivo. Temos, 
Nx) + 4x +9 = xt+3 
2 +4x+9 = (хг + 3)2 


6-4, 


EC e 
P 62 – 8 + 6 


(1 - ey 
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qa e ed va 


3 —4t + 3 
1 — Ë 


Substituindo esses resultados na integral, vem 


62 – 8t + 6 
I - | (01-29 
Est ЖИГ 32 — 4t + 3 
1-8 1-8 
| dt 
-22 + 3t 


m | й ' 
2 Ë — 3⁄2 t 
Esta integral pode ser resolvida por frações parciais (ver Seção 7.5). 


Como as raízes de q (x) = É - 5 tsão t=0 e t= 32, vem 


Eliminando os denominadores, obtemos 


1 =A; (1-3) +А, г. 
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Substituindo z pelos valores z = Ое t = 3/2, vem 


Е 

Logo, 

PEINE 
- -l.2mhl-i$ml-s32l«6 
- АЛЕ: [4-3 | +С. 


Voltando à variável x, temos 


1 
I-jin = 


Мааса т, poete э é , 
3 x 


C. 
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dx 
(iii) Calcular 1 = . 
| x xà +х- 6 


Neste exemplo, a = 1 > 0 e o trinómio x? + x — 6 apresenta raízes reais 
r, = 2 e r,=-3. Podemos, então escolher entre (1) e (3). Escolhemos (3) com r = 2. 
Temos, 


2 +х-6 = (х– 2); 


х+х-6 (x — 2)2 É 


(x-2) (х+3) = (x-22É 


х+3 = (х-2)2 
ENS 22 + З 
pico 

_ -W 
цан (2 – 1) 


VN +х-6 = ‚ ми 


7.9 EXERCÍCIOS 


[ —10{ 
102 + 15t 


Nos exercícios de 1 a 14, calcular a integral indefinida. 


| (1 + sen x) 
1. 
sen x (1 + cos x) 
| 2 dx 
senx + tg x 
dx 
| 3 + cos x 
7. 1 + cos x 
1 — sen x 
cos (2t — 1) 
d 2 — cos (2t — 1) dr 
11. | 2-3 
4 sene* — 3cose* 


| dx 
2. ES ERA 
1 + senx + cos x 


dx 
* 4 + 5cosx 
Эс 
1 — cos x 
& | E 
š 3 + sen 2х 
10. 23 
3 + sent + cost 
cos 0 49 
E 1 + cos Ө 
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N = 
| x + x — 6 С 
x— 2 


464 


13. 
15. 


16. 


17. 
19. 
21. 
23. 
25. 
27. 
29. 
31. 


33. 
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| dx 
senx + cosx 


Calcular a área sob a curva y = 


Calcular a área limitada pelas curvas y = 


do 


17: m — sen 0 4 cos 0 


1 


2+cosx 


Nos exercícios de 17 a 33, calcular a integral indefinida. 


| —— 
x Nx — 2-6 


dx 


TERRE 


| dx 
x 2*x- 2 


dx 
е 


| _ A 
42-32 


ах . 
lenem 


dx 
|o pu UE: 


| dx 
x №2 — 4х – 4 


[-=& 
Уз —2х-2 


18. | — £= — 
(x + 4) N + 4х + 9 


20. 


22. 


26. 


30. 


32. 


| 
| 


| 
| 


_— dx 
Nl + x + 22 


Ed 


(2х + х2) V2x 
ied 


20 N1 + x + 2 


—— o 
V + 2х – 3 


_ a — 
No + 12x +5 


| dx 
x We +x-3 


IS 


E xr 


ес 


CAPÍTULO 8 EDITORA 
р 


MAKRON ss MI. 


APLICAÇÕES DA INTEGRAL DEFINIDA 


No Capítulo 6, estudamos a integral definida e analisamos uma importante 
aplicação que é o cálculo de área de regiões planas. 


Neste capítulo, outras aplicações da integral definida serão discutidas. 


8.1 COMPRIMENTO DE ARCO DE UMA CURVA PLANA 
USANDO A SUA EQUAÇÃO CARTESIANA. 


A representação gráfica de uma função contínua у = f(x) num intervalo [a, b], 
pode ser um segmento de reta ou uma curva qualquer. A porção da curva do ponto A(a, 
f(a)) ao ponto B(b, f(b)) é chamada arco (ver Figura 8.1). 


Y 


Figura 8-1 
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Queremos encontrar um número s, que intuitivamente, entendemos ser o com- 
primento de tal arco. 


8.1.1 O gráfico de y= f(x) num intervalo [a,b] é um segmento de 
reta. — 6 


Neste caso, observando a Figura 8.2, vemos que 


s = N(b — ay + (ДЬ) – ау. 


Figura 8-2 


8.1.2 O gráfico de y = f(x) num intervalo [a, b] é uma curva 
qualquer. 


Sabemos da Geometria, que o perímetro de uma circunferência é definido 
- como o limite dos perímetros dos polígonos regulares nela inscritos. Para outras curvas, 
podemos proceder de forma análoga. 


Seja C uma curva de equação у = f(x), onde f é contínua e derivável em 
[a, b]. Queremos determinar o comprimento do arco da curva C, de A até В (ver 
Figura 8.3). 


Seja P uma partição de [a, b] dada por 


q = Xy < x, < x, < ... < x 


¡1 < x, <... < x, = b. 


Sejam Q, Q,, ..., О, os correspondentes pontos sobre a curva C. Unindo os 
pontos Q, Q,, ..., Q, obtemos uma poligonal, cujo comprimento nos dá uma aproxi- 
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mação do comprimento do arco da curva С, de А até В. A Figura 8.4 ilustra esta 
poligonal para n = 7. 


Figura 8-3 . 


O comprimento da poligonal, denotado por /,, é dado por: 


L=} Мх) + UG - f Y. (D) 
i-1 


1 
1 
1 
I 
t 
H 
! 
1 
t 
T 
E 
i 
H 
H 
1 
1 
, 
1 


f 
! 
i 
г 
T 
E 
t 
1 
! 
! 
! 
! 


1---4--4------3У 
a=X, X X, X, X, X, X,b=x, X 


Figura 8-4 
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Como fé derivável em [a, b], podemos aplicar o Teorema do Valor Médio (ver 


5.5.2) em cada intervalo (х, ,, xj], ií = 1,2, ..., n, e escrever 


fix) - JG; 1) -f'(c) (x; m х, 


onde c; é um ponto do intervalo (x, |, x). 


Substituindo este resultado em (1), obtemos 


II o MPG G — Y, 


ї=1 


= Y Vi +PEP G; - x) 


i=1 
= Y NL (f GP Ax, (2) 
i-1 


onde Avx. = x. — x. ,. 
i i 1—1 


А soma que aparece em (2) ё uma soma de Riemann da função 
NET Or. 


Podemos observar que a medida que л cresce muito e cada A x, i = 1, 2, ... , n, 
torna-se muito pequeno, /, aproxima-se do que intuitivamente entendemos como o 
comprimento do arco da curva С, de 4 até В. 


8.1.3 Definição. Seja C uma curva de equação y = f(x), onde f é uma função 
contínua e derivável em [a, b]. O comprimento do arco da curva C, do ponto 
A(a, f(a)) ao ponto B(b, f(b)), que denotamos por s, é dado por 


s — lim у, Үз + (c) Ах, | (3) 


máxAx 50 j.| 


se o limite à direita existir. 


= 7 
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Pode-se provar que, se f ' (x) é contínua em [a, b], o limite em (3) existe. Então 
pela definição da integral definida (ver 6.8.1), temos 


s = f V1 + POP ах. 


ON ы 


8.1.4 Exemplos 
C «Cslstlan O comprimento do arco de curva dada por y = x??? — 4, de 
А(1, 3) até B(4, 4). 


Solução. A Figura 8.5 ilustra este exemplo. 


Figura 8-5 


470 Cálculo A — Funções, Limite, Derivação, Integração 


Temos, y = xt — 4 е у= 5 x1⁄2 . Aplicando (4), vem 


8 8 (13 € 
"n И 
© 27 10º 27 ю 


80 V10 — 13413 


= 27 unidades de comprimento . 


Observamos que poucos exemplos apresentam no integrando uma função, tal 
que a integral possa ser resolvida por um dos métodos apresentados nos capítulos 
anteriores. Os métodos que dão uma solução aproximada estão além dos objetivos deste 
livro. 


(ii) Obter uma integral definida que nos dá o comprimento da curva y = cos 2x, 
para 0 < x < m. 


Temos, y = cos 2x e y' = —2 sen 2x. Portanto, 


A 
5-1, N1 + 4 sen? 2x ах. 
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Podem ocorrer situações em que a curva С é dada por x = g(y) em vez de 
у = f(x). Neste caso, o comprimento do arco da curva С de A(g(c), c) até B(g(d), d) (ver 
Figura 8.6), é dado por 


5 -j VI + [g 07 dy. 


(5) 
Y 
B, 
dia ; 
Эр А | 
а b X 
Figura 8-6 
MS : 1 4 1 
(iii) Calcular o comprimento do arco dado por x = 2 у? + бу — 1, 


1<у<3. 


Neste exemplo, vamos usar (5). Temos, 
= 1 3 1 ua = 3 
ДЕ ДЕ le 8'0) = 5 


Portanto, 
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3 227 
А Í, i D dy 


у 


8.2 COMPRIMENTO DE ARCO DE UMA CURVA PLANA 
DADA POR SUAS EQUAÇÕES PARAMETRICAS 


Vamos agora, calcular o comprimento de arco de uma curva С, dada na forma 
paramétrica pelas ia 


A 


x = x(t) 
р syn + 5e ehh 


onde x = x(t) e y = y(t) são contínuas com derivadas contínuas e x’ (t) + O para todo 
te [o t]. 


Neste caso, conforme vimos em 4.18, estas equações definem uma função 
y = f(x), cuja derivada é dada por 
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Para calcular o comprimento de arco de C, vamos fazer uma mudança de 
variáveis em (4). Substituindo x = x(t); dx = x ° (t) dt, obtemos 


b 


| FFOR ax 


1 NE o | x'() de, 
% х (0) 


onde x(fj) =a e x(t,) = b. 


a 
Ш 


Portanto, 


s= | eor + D'O] a. 


КЕ 3 
8.2.1 Exemplo. Calcular o comprimento da hipociclóide сан | d í 
y = 2608 t. 


Solução. A Figura 8.7 ilustra esta curva. 


AY 


Figura 8-7 
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Observamos que esta curva é simétrica em relação aos eixos. Vamos então, 
calcular o comprimento do arco que está descrito no primeiro quadrante, isto é, 


" 3 
р =2 ын, t . te 0,72). 
y = 2 cos t 
Temos, 
х( 22sen?t , х'(ї) = 6 sen? f cos г; 
У(0 »2cos?t, y '(t) = — 6 cos? t sen t. 
Portanto, 


^" 
ta 
Ш 


Ј МхтоЁ + pP а 


lI 


л/2 
|. "(6 sen? t cost? + (-6cos? t sent? dt 


1/2 
= | 36 sen! b o D 36 cos* t беп? Ddt 
0 i Мы so 
" 52227 


— 


л/2 
j. N36 sen? t cost dt 


т/2 
| 6 sen t cos t dt 
0 


3 unidades de comprimento. 
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Logo, o comprimento total da hipociclóide dada é 4 - 3 = 12 unidades de 
comprimento. 


8.3 ÁREA DE UMA REGIÃO PLANA 


Um estudo de área de regiões planas foi feito no Capítulo 6. Nesta seção, 
vamos calcular a área de uma região plana, sendo que as curvas que delimitam a região 
são dadas na forma paramétrica. 


Caso I. Cálculo da área da figura plana S, limitada pelo gráfico de f, pelas retas x = a, 


x = Бе о eixo dos x (ver Figura 8.8), onde у = f(x) é contínua, f(x) > 0 V x e [а, b] ë 
é dada por 


| е ; VE bon 


y = y(t) 


com x(t) =a e x(t,) = b. 


^Y у= f(x) 


a= x(t) b-x(t) X 


Figura 8-8 
Neste caso, conforme vimos em 6.11.1, a área de S é dada por 


4-1 лә de= [y ar. 
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Fazendo a substituição x = x(t); dx = x '(t) dt, obtemos 


А-| O- rAd. 
to (1) 


8.3.1 Exemplo. Calcular a área da região limitada pela elipse E E Р s : 


A Figura 8.9 ilustra este exemplo. 


r 


Figura 8-9 


Como esta curva apresenta simetria em relação aos eixos, vamos calcular a 
área da região S, que está no primeiro quadrante. 


Para aplicar (7) precisamos determinar os limites de integração t, e t,. Para 
isso, usamos as equações paramétricas da curva. Observando a Figura 8.9, vemos que 
x varia de Оа 2 e assim, t, corresponde ao ponto P(0, 3) e t, corresponde ao ponto 
Q(2, 0) sobre a elipse. 
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No ponto P(0, 3), temos 


0= 2 cos 1, 
3 = 3 sen tp; 
T 


dessa forma, lo = 27 


No ponto Q(2, 0), temos 
2=2cost,, 


0=3sent,; 


então, t, = 0. 
Portanto, 


A, = 3 :-(-2 D dt 
‚А, rs sen ( sen 0) 


л/2 
= | —6 sen? t dt 
0 


II 
C 
o” 
a 
3 
N [= 
| 
№ | 
9 
N 
~ 
A a 
8 


Logo, a área da região limitada pela elipse é 4 - E = 6n ua.. 
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Caso II. Cálculo da área da figura plana limitada pelos gráficos de fe g, pelas retas 
x = a е x = b, onde fe g são funções contínuas em [a, b], com f(x) > gœ), V x e la, b] e 
são dadas na forma paramétrica. 


A Figura 8.10 ilustra este caso. 


x y, = f(x) 


У, = g(x) 


fo -=-= 
бу |---------- 
>x v 


Figura 8-10 


« Temos que у, = f(x) é dada por 


x, =x, (f) 
, LE la, T 
b (1) Lo п 
е у, = g(x) é dada por 
X, = x, (Ü 
Aq E =; а 
У, = у, (1) 


onde x (f) = x,(t,) =a e x (t) = x(t,) = b. 


Usando o resultado de 6.11.5 e o caso anterior, vem 


А = f, tro - в as 
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- [ fe) d- f 80) dx 


— 


(2 


t t, 
" ! y, 0x0 а-| у,() ху ( dt. 


8.3.2 Exemplo. Calcular a área entr 


Nn 
[^| 
22 
EM 
o A va б 72 
° © - 
q 9 8 ve 2 
o 7 
мо» 9 
2 
Nn 
o 
d 
o H 
9” 


Uu d 


^ 
Q 
2 SR 
€ 
— 


x 
N 
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Procedendo de forma análoga ao exemplo 8.3.1 e aplicando (2), obtemos 


A 


0 
4] [4 sent - (-2senf) — sent - (--2sent)] dt 
л/2 
0 
SR | (-8 sen? t + 2 sen? f) dt 
1/2 


л/2 
= -4 | ‚—6 sen? t dt 
0 


n/2 
1 1 
Е 24 j GL 


= 12 ке; $еп 2 


= 12. 


0 


de 
2 


бл ua. 


8.4 EXERCÍCIOS 


Nos exercícios de 1 a 14, encontrar o comprimento de arco da curva dada. 


1 у=5х-2 , 2<x<2 2. y-xP-1 , 1<x<2 
3 ус Ху? ES а 2283 +28 = 222 
M 1 1 1 
=> — ,1<x<2 = = ym <у< 
5 у= "on x 6. x 3) tao] y<3 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


19. 


20. 
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1 x e+e! 
мэс 2 | 


y=Inx,V3<x<v8 

у= 1- № (ѕепх), S < x < 2 

y = Мх? , de P(0,0) até Р,(4, 8) 

y = 4V + 2 , de P(0,2) até P,(1, 6) 

y- 6( VZ - 1) , de Py(1, 0) até P,(2 V2,6) 


а 


(y — 1) = (x + 4), de P¿(3, 2) até Р, (0, 9) 
х? = y? , de P,(0, 0) até P,(8, 4) 


Nos exercícios de 15 а 21, estabelecer а integral que dá о comprimento de arco da curva dada. 


y=2,0<x< 2 

1 1 : 1 
ye de Pla , 4) até P(4, 4) 
x -y -1, de P(3,-2v2) até P((3,2V2) 
у=, dePQ(,1)até P,Q, e°) 
y=2+2-1, 0«х«1 


у= Мх, 25х54 


y=sen3x,0<x<2x 


482 


22. 


24. 


26. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 
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Nos exercícios de 22 a 29, calcular o comprimento de arco da curva dada na form: 
paramétrica. 


= ñ x = 2(t — sen t) 
<t< 
а dao 23. ое ров ту ESA 
х = -sen t x = t sen t 
(228 ‚ te [0,27%] 25. De , te [0,7] 
ASPE MET 27. FO Edo 
yet-1 y = 1⁄2 Р 
Pere Pp 29. x=2cost + 21 sent ogre? 
у = e sent y = 2sent — 2tcost 2 
= 3 
Achar o comprimento da hipociclóide | 74 a f тє [0,21] 
y-4cost 
Achar o comprimento da circunferéncia E та cost ‚ te [0,27] 
у = а sent 
А : ӨР, Е x = 7 cos 1/4 
Calcular о comprimento da parte da circunferência que está no primeiro quadrante y = Pen 1/4 


Nos exercícios de 33 a 35, calcular a área da regiáo limitada pelas seguintes curvas, dadas na 
forma paramétrica. 


x = cost Ë x = cost 
y = 1⁄2 sent 


x = 2cos t x = 2 cos t 
e 
у= у = 2sent 


| 
N 
ó 
3 

25 
M 
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35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


H I 


l-4t 
143 


s ed 


Calcular a área da parte da circunferência | a aa que está acima da reta y = 1. 


= 28601 


3 cost 
sent. 


Calcular a área da região delimitada pela elipse E 


Calcular a área da região limitada à direita pela elipse 5 5 sid e à esquerda pela reta 


2sent 
¿SA 


TT 


cos t 
= sent. 


Calcular a área da região entre as curvas E = 4 cost ! 


у = 2sent 


te 
| 


л 3 
Calcular a área entre o arco da hipociclóide E T Ñ ыг I 
sen? £ 


‚ t€ [0, 1e areta x « y 3. 
y 2 ; 


РЕ 3 
Calcular а área delimitada pela hipociclóide E Е j pr 
cos f. 


y 


Calcular a área da região S, hachurada na Figura 8.12. 


= k(t — sen t) i 
y = k(1 - cost) 


2Кл Х 


Figura 8-12 
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8.5 VOLUME DE UM SÓLIDO DE REVOLUÇÃO 


Fazendo uma região plana girar em torno de uma reta no plano, obtemos um 
sólido, que é chamado sólido de revolução. A reta ao redor da qual a região gira é 
chamada eixo de revolução. 


Por exemplo, fazendo a região limitada pelas retas y = 0, y = x e x = 4 girar 
em torno do eixo dos x, o sólido de revolugáo obtido é um cone (ver Figura 8.13). 


Figura 8-13 


Se o retângulo delimitado pelas retas x = 0, x = 1, y = 0 е y = 3 girar em torno 
do eixo dos y, obtemos um cilindro (ver Figura 8.14). 


Y 


Figura 8-14 
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Consideremos agora, o problema de definir o volume do sólido T, gerado pela 
rotação em torno do eixo dos x, da região plana R vista na Figura 8.15. 


Figura 8-15 


Suponhamos que f(x) é contínua e não negativa em [a, b]. 
Consideremos uma partição P de [a, b], dada por 
q = xo < x, < ... < Xy < x, < ... < x, = b. 


Seja Ax; = x, — x, о comprimento do intervalo | Xii» 


Xj ]. 
Em cada intervalo [ X 15%], escolhemos um ponto qualquer c. 


Para cada i, i = 1,..., n, construimos um retângulo R; de base A x; € altura 
Кс). Fazendo cada retângulo R, girar em torno do eixo dos x, o sólido de revolução 
obtido é um cilindro (ver Figura 8.16), cujo volume é dado por 


л/с) Р Ax. 


A soma dos volumes dos n cilindros, que representamos por V,, é dada por 


V 


n 


n [fco P Ax, *nLfG) P Ax, +... +m Lf) Y Ax, 


т Y Ic Ax. 
1-1 


e nos dá uma aproximação do volume do sólido T (ver Figura 8.17). 
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Figura 8-16 


Podemos observar que à medida que n cresce muito e cada Ах, i = 1, ..., n, 
torna-se muito pequeno, a soma dos volumes dos n cilindros aproxima-se do que 
intuitivamente entendemos como o volume do sólido T. 


Figura 8-17 


8.5.1 Definição. Sejay - f(x) uma função contínua não negativa em [a, b]. SejaR a 
região sob o gráfico de f de a até b. O volume do sólido T, gerado pela 
revolução de R em torno do eixo dos x, é definido por 


V= lim л), fc) Ax. (1) 
máx Ax, >0 i=1 
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|. Asoma que aparece em (7) é uma soma de Riemann da função | f(x) Р. Como 
f é contínua, o limite em (7) existe, e então, pela definição da integral definida, temos 


b 
V =m j [090]? dx. 2 


A fórmula (2) pode ser generalizada para outras situações: 


(1) A função f(x) é negativa em alguns pontos de [a, 5]. 


A Figura 8.18(c) mostra o sólido gerado pela rotação da Figura 8.18(a), ao 
redor do eixo dos x, que coincide com o sólido gerado pela rotação, ao redor do eixo 
dos x, da região sob o gráfico da função | f(x) | de a até b (ver Figura 8.18(b)). Como 
| Rx) Ê = (Дх))?, a fórmula (2) permanece válida neste caso. 


Y Y 


a (b) 
Figura 8-18 


(2) A região R está entre os gráficos de duas funções f(x) e g(x) de a até 
b, como mostra a Figura 8.19. 


Supondo f(x) 2 g(x), V x E [a, b], o volume do sólido T, gerado pela rotação 
de R em torno do eixo dos x, é dado por 


b 


у= |. (of - ico?) а. G) 
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—2---------р 


Re 
el 525222 
>v 


Figura 8-19 


(3) Ao invés de girar ao redor do eixo dos x, a região R gira em torno 
do eixo dos y (ver Figura 8.20). 


I 
D 
Zr 
^t 
t 
i 
D 
t 
F 
1 
1 
i 
ET 


Figura 8-20 


Neste caso, temos ` 


d 
У = x | OP dy. (4) 
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(4) A rotação se efetua ao redor de uma reta paralela a um dos eixos 
coordenados. 


Se o eixo de revolução for a reta y = L (ver Figura 8.21), temos 


223 ХҮ L dx. (5) 


Figura 8-21 


Se o eixo de revolução for a reta x = M (ver Figura 8.22), temos 


ү-л| 180) MP dy. (6) 


Figura 8-22 
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8.5.2 Exemplos 


(i) А região R, limitada pela curva y = n x? , o eixo dos хе as retas x = 1 
e x=4, gira em torno do eixo dos x. Encontrar o volume do sólido de revolução gerado. 


Na Figura 8.23, vemos a região R e o sólido T gerado pela rotação de R em 
torno do eixo dos x. 


AY 


Figura 8-23 


Aplicando a fórmula (2), temos 


4 


л 25 
Е 


1 
200 үү5 _ 15 
Б go 14 x 


= E л unidades de volume (u. v.). 


Aplicações da integral definida 491 


(ii) Calcular o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do eixo dos 


x, da região limitada pela parábola y = i (13 — x?) e pela reta y — 5 (x +5). 


Na Figura 8.24 podemos ver a região R е o sólido Т, gerado pela rotação de 
R em torno do eixo dos x. 


Figura 8-24 


Aplicando a fórmula (3), vem 
1 2 2 
y = xj. (¿a JE .. E 


1 
= л [, Е (169 — 262 + x) -4 (х2 + 10x +25) dx 


1 


_ A 4 
= | (69 — 40x — 302 + x^) dx 


E & [69x - 202 - оё + E 


-3 
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T 1 243 
55 fé [99 = 20 = 10 + 5 + 207 — 180 + 270 + 28) 
_ 1924x 
E 80 
= 2405u.v.. 


(iii) Calcular o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do eixo dos 
37 


х, da região entre o gráfico da função y = sen x e o eixo dos x, de > até EN 


A Figura 8.25 mostra a região R e o sólido gerado pela rotação de R em torno 
do eixo dos x. 


Figura 8-25 


Aplicando a fórmula (2), temos 


< 
II 


“3т/2 
T Г (sen x)? dx 
- 1/2 


il 
a 
5223 
Px 
N |m 
| 
м [jm 
o 
о 
a 
p 
Мо 
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(iv) А região limitada pela parábola cúbica у = x°, pelo eixo dos y e pela reta 
y = 8, gira em torno do eixo dos y. Determinar o volume do sólido de revolução obtido. 


Podemos ver a região R e o sólido de revolução T, gerado pela rotação de R 
em torno do eixo dos y, na Figura 8.26. 


de an o a Ta оо ш is н o P od a a ада 


o аана 


Figura 8-26 
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Para calcular o volume de T vamos aplicar a fórmula (4). Temos, 


V 


d 
л | 8024 


8 
saf LYP dy 
0 


(у) Determinar o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta 
у = 4, da região limitada por у = l/x , y -4ex-4. | 


А região К e o sólido gerado pela rotação de R em torno da reta у = 4, podem 
ser vistos na Figura 8.27. 


Y 


X 


Figura 8-27 
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Neste exemplo, observamos que o raio da secção transversal do sólido não é 
f G) — L, mas sim L — f (x), já que f (x) < L. Porém, como (f (z) – LY = (L -f (y^, a fórmula 
(5) continua válida. 


Temos, 


b 
У = xa) -LPa 


1 1 
= «(а sms o завые) 


= «| -sn 6 Jus. 


(vi) A região R, delimitada pela parábola x = E у? + 1e pelas retas x = —1, 
y--2ey-2 gira em torno da reta х = —1. Determinar o volume do sólido de revolução 
obtido. 


Podemos ver a região R e o sólido gerado pela rotação de R, em torno da reta 
x = —1, na Figura 8.28. 


Aplicando a fórmula (6), temos 


d 


V = nj 180) - MP ay 
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2 


ээж. НИС 


2 


ПА 29 
= 4-3 3 + 4y 


-2 


= X ЕЕС ш быз 
ü 20 3 20 13 


Figura 8-28 
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8.6 ÁREA DE UMA SUPERFÍCIE DE REVOLUÇÃO 


Quando uma curva plana gira em torno de uma reta no plano, obtemos uma 
superfície de revolução. 


. Vamos considerar o problema de determinar a área da superfície de revolução 
5, obtida quando uma curva C, de equação y = f(x), x є [a, b], gira em torno do eixo 
dos x (ver Figura 8.29). 


Y 


wm |------ 
o 
x 


Figura 8-29 


Vamos supor que f(x) > 0, para todo x e [a, b] e que fé uma função derivável 
em [а,Ь]. 


Como fizemos para o cálculo do volume de um sólido de revolução, dividimos 
o intervalo [a, b] em n subintervalos através dos pontos 

а=ху< Xj € ...< Xj | <x,<...< x, = b. 

Sejam О,, О}, ..., О, os correspondentes pontos sobre a curva C. Unindo os 
pontos О» Q,, .... О,, obtemos uma linha poligonal que aproxima a curva C. 


A Figura 8.30 ilustra esta poligonal para n = 7. 
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Y 


[ 
1 
1 
1 
' 
1 
i 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
т 
1 
' 
i 


> 
а-х, X Хх X, X X = X 


x 


Figura 8-30 


Fazendo cada segmento de reta desta linha poligonal girar em torno do eixo 
dos x, a superfície de revolução obtida é um tronco de cone, como mostra a Figura 8.31. 


A 1 


0 
T 


Figura 8-31 


Da geometria elementar, sabemos que a área lateral do tronco de cone é dada por 


A =r (r, + r;) L, 


onde r, é o raio da base menor, r, é o raio da base maior e L é o comprimento da geratriz 
do tronco de cone (ver Figura 8.32). 
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Figura 8-32 


Portanto, a área lateral do tronco de cone que visualizamos na Figura 8.31, é 
dada por 


А, T [f G; 1) + f(x) As; 


na Шинэ Дх) | 7 


2n fle) Аз, , | (1) 


onde As, é o comprimento do segmento О,_,0,е с; é um ponto no intervalo 
AX; 4 Xj] tal que 


fe 1) + fo) | 
fe) = == . Q) 


Observamos que podemos garantir a existência de c; € [x, , xj] que 
sesisfaz (2), pelo Teorema do Valor Intermediário (Teorema 3.16.8), já que f é 
:2ntínua em [a, b]. 


Analisando o triângulo retângulo Q; , А О, da Figura 8.31, vemos que 


1—1 


As, = Va, х0 + (О) - fG; DP. 6) 
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Como f é derivável no intervalo [a, b], podemos aplicar o Teorema do Valor 
Médio em cada [x; 4, Xj]; í = 1, ..., n. Então, para cada i = 1, 2, ..., n, existe um ponto 
d; € (x, ,, xj) tal que 


JG) =; 24) 


fd) G;-x, )) 


f'(d) Ax. 
onde A x; = x,— X; y» 
Substituindo em (3), vem 


As, 


t 


V(A х)? + [f (dy (Ax? 


V1 + (a) Ах, 


Substituindo agora, este resultado em (1), obtemos 


A, = 2n f (c) yi4 (а) Ax. 


Esta expressão nos dá a área lateral do tronco de cone gerado pela rotação, 
em torno do eixo dos x, do segmento de reta O, ,0, 


Somando as áreas laterais de todos os troncos de cone gerados pela rotação 
dos segmentos que compõem a linha poligonal, obtemos uma aproximação da área da 
superfície S, dada por 


Y 4=275 fo V1 + Vf Ax. 


i=l і= 1 


Podemos observar que quando п cresce muito е cada Лх, torna-se muito 
pequeno, a soma das áreas laterais dos n troncos de cone, aproxima-se do que intuiti- 
vamente entendemos como a área da superfície S. 
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8.6.1 Definição. Seja C uma curva de equação у = f(x), onde fe / são funções 
contínuas em [a, b] e f(x) 2 0, V x e [a, b]. A área da superfície de revolução 
5, gerada pela rotação da curva C ao redor do eixo dos x, é definida por 


A- lim 2x Y fc) V1 + P'a) Ax. (4) 
i-1 


máx Ах — 0 


A soma que aparece em (4) não é exatamente uma soma de Riemann da função 
Дх) V1 + [f'QOP? , pois aparecem dois pontos distintos c; € d; . No entanto, é possível 
mostrar que o limite em (4) é a integral desta função. Temos, então 


А = 2а | fœ Vl + PP ах. (5) 


Observamos que, se ao invés de considerarmos uma curva y = f(x) girando em 
torno do eixo dos x, considerarmos uma curva x = g(y), y є [с, d] girando em torno do 
eixo dos y, a área será dada por 


A = 25 f. 20) М + [g 0P ау. (6) 


8.6.2 Exemplos 


(i) Calcular a área da superfície de revolução obtida pela rotação, em torno 


do eixo dos x, da curva dada por y = 4 Nx : Ss 4. 


Temos, 


А 


т | ло ЧЕР? а 


4 
21 | AE J q ж 
1/4 X 


1 
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Үх + 4 
vx 


dx 


4 
21 | 4 Nx - 
1/4 


4 
= 87) W+4 dx 
1/4 


3/2 4 
8T (к + 4)” 


3⁄2 


1⁄4 


_ 16л g3⁄2 I 
EE “4 

2n 
= ^3 (128 V2 - 17 V17 ) u.a.. 


A Figura 8.33 ilustra este exemplo. 


Y 


Figura 8-33 
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(ii) Calcular a área da superfície de revolução obtida pela rotação, em torno 
do eixo dos y, da curva dada por x = y3, 0 < y < 1. 


Temos, 


> 
H 


is f g (y) NI + [g OP dy 


y V1 Gy) dy 


|! 
м 
а 
o 


- 25 |, y! М + 9у# dy. 


Vamos agora, calcular a integral indefinida / — | y? V1 + 9y^ dy. Fazendo 
a substituição и = 1 + 9y*, temos du = 36y? dy. Então, 


= 1 [2 
1 36 u“ du 
= ы: 


= E (1 + 9? + C. 


Portanto, 


2% 


LR 4ү3/2 
54 (1 + 9у?) 


T 
55 (10410 - Dua. 


A Figura 8.34 ilustra este exemplo. 
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Y 


Figura 8-34 


8.7 EXERCÍCIOS 


Nos exercícios de 1 a 5, determinar o volume do sólido de revolução gerado pela rotação, em 
torno do eixo dos x, da região R delimitada pelos gráficos das equações dadas. 


1. узх-1,х-0,х-26у-0 2. у=02+1,х=0,х=2 е y=0 


Ba 


3. у= 2 е у= 3 4. у= соѕх, у= ѕепх,х=0 e x= 


5. y=0,x=-1,x=1 e y-0 


Nos exercícios de 6 a 10, determinar o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do eixo 
dos y, da região R delimitada pelos gráficos das equações dadas. 


6. y=lnx,y=-1,y=2 e x=0 7. у= e y=< 

Б: ар nouns З P ad 21 
8. xcy +l,x= 5 ,y=— e y=2 9. уш Pe uae. e y=4 
10. p suit yu e y=% 


2 


1. 
12. 
13. 
14. 
15. 


16. 


17. 
18. 
19. 
20. 


21. 
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Nos exercícios de 11 a 16, determinar o volume do sólido de revolução gerado pela rotação 
das regiões indicadas, ao redor dos eixos dados. 


y=2x-1,y=0,x=0,x=4; ao redor do eixo dos x 
y = 2х,х= 0, у=0 е у= 2 ; ао redor do eixo dos y 
у= 222,х=1,х=2 е у= 2 ; ao redor do eixo y = 2 
х= у? е х= 2 — y? ; ao redor do eixo dos у 
y=x+x2,y=x2-1 е х= 0; ао redor do eixo y = 1 


у= 28 e у = 4 ; ао redor doseixosx=-9,y=0 ех= 0 


Encontrar о volume do sólido gerado pela rotação, em torno do eixo dos x, da região limitada 
por y? = 16x e y = 4х. 


Calcular o volume do sólido gerado pela rotagáo, em torno da reta y = 2, da regiáo limitada 
pory=1-x2,x= -2,x=2 е y=2. 


Calcular o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta y = 2, da região limitada 
pory=3+x,x=-2,x=2 e y=2. 


Determinar o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta y = —2, da região limitada 
pory=cosx,y=-2,x=0 e х= 27. 


Determinar o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta у = 2, da região entre os 
gráficos de y = sen x, y = sen? x, de x= 0 até x = 1/2 


Nos exercícios de 22 a 27, calcular a área da superfície gerada pela rotação do arco de curva 
dado, em torno do eixo indicado. 


у=25,‚0<х<2;еїхо dos x 23. х= Ny , 1<у< 4; eixo dos y 


у=22,-2<х<2; eixo dos x 25. y > x ,0£x<4;eixo dosx 


y= ү4 – 22 ,0<х< 1; еіхо dos х 27. у= ү16 - х2 3 <x <3 ; eixo dos x 
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28. Calcular a área da superfície obtida pela revolução do arco da parábola у? =8x,1<x<12, ao 
redor do eixo dos x. 


29. Calcular a área da superfície do cone gerado pela revolução do segmento de reta y = 4x, 
0<х<2: 


(a) ao redor do eixo dos x; ЁС ao redor do eixo dos у. 


8.8 COORDENADAS POLARES 


Até o presente momento, localizamos um ponto no plano por meio de suas 
coordenadas cartesianas retangulares. Existem outros sistemas de coordenadas. Um 
sistema bastante utilizado é o sistema de coordenadas polares. 


No sistema de coordenadas polares, as coordenadas consistem de uma distân- 
cia e da medida de um ângulo em relação a um ponto fixo e a uma semireta fixa. 


A Figura 8.35 ilustra um ponto P num sistema de coordenadas polares. 


P 


— 
O Eixo Polar A 
Figura 8-35 


O ponto fixo, denotado por O, é chamado pólo ou origem. 


: Я A : 
A semireta fixa OA é chamada eixo polar. 


O ponto P fica bem determinado através do par ordenado (r, Ө), onde | r | 
representa a distância entre a origem e o ponto Р, е Ө representa a medida, em radianos, 
A 
do ângulo orientado АОР. 
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Usaremos as seguintes convenções: 


G) Seo ângulo AÔP for descrito no sentido anti-horário, então Ө > 0. Caso 
contrário, teremos Ө « 0. 


(ii) Ser< 0,0 ponto P estará localizado na extensão do lado terminal do 
ângulo AOP. 


(iii) O par ordenado (О, Ө), O qualquer, representará o pólo. 


Observamos que, muitas vezes, o segmento OP é chamado raio. 


8.8.1 Exemplos 


(0 Representar num sistema de coordenadas polares os seguintes pontos: 


a) Р, (2, 1/4) b) Р, (2, 1/4) 
c) Р,(-2,-1/4) d) Р, (2, – 1/4). 


A Figura 8.36 (a) е (b), representa os pontos P, e P», respectivamente. 


(a) (b) 
Figura 8-36 


A Figura 8.37 (a) e (b), mostra os pontos P, e P,, respectivamente. 
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P, (b) 


Figura 8-37 


(ii) “O ponto P, tem um número ilimitado de pares de coordenadas polares.” 


Verificar esta afirmação para o ponto da Figura 8.38. 


>v 


Figura 8-38 


A Figura 8.39 mostra diversos pares de coordenadas polares do ponto P. 
Podemos observar que este ponto pode ser representado por todos os pares ordenados 
da forma 


Ë Etta) кел 


ou, 
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» 
A 
Тп a 197 ES Ea Зіл Es i^ 
9-6 QM 0- 6 LM M Ө = 6, d QM 
2M 2А 0 .^ ¿A О . 
A Y 1 Y > 3 ( Y : 
0 A” 0 АСЕ n AT 0 А 7, 175 A 
6 6 
(k=0) (К = 1) (К = -1) (К = 2) (К = -2) 
Figura 8-39 


8.8.2 Relação entre o Sistema de Coordenadas Cartesianas Retangulares 
e o Sistema de Coordenadas Polares. 


Em várias situações, surge a necessidade de nos referirmos a ambas, coorde- 
nadas cartesianas e coordenadas polares de um ponto P. Para viabilizar isto, fazemos 
a origem do primeiro sistema coincidir com o pólo do segundo sistema, o eixo polar 
com o eixo positivo dos x e o raio para o qual Ө = 7/2 com o eixo positivo dos y (ver 
Figura 8.40). 


Figura 8-40 
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Supondo que P seja um ponto com coordenadas cartesianas (x, y) e coorde- 
nadas polares (r, Ө), vamos analisar o caso em que o ponto Р está no primeiro quadrante. 


A Figura 8.41(a) e (b) ilustra o caso parar > 0 e r < 0, respectivamente. 


(a) r> O (b r<0 


Figura 8-41 
Podemos observar que: 
() Para r> 0, temos 


x 
cos0 == e send =”. 
r r 


(ii) Para r < 0, temos 


cos =— = = e seng="2=2. 
—r r —r r 


Portanto, 


0) 
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Pode-se verificar a validade das relações encontradas, no caso em que o ponto 
P se encontra sobre um dos eixos ou num outro quadrante. 


Usando (1), podemos deduzir outra relação muito usada. 


Elevando ambos os membros das equações em (7) ao quadrado, podemos 
escrever 


х = r сов? Ө 
y = se Ө. 


Adicionando membro a membro, obtemos: 
х2 + у? = г? cos? Ө + г2 ѕеп2 Ө ou х2 + у? = 2. 
Portanto, 


r-t х + у>. 


8.8.3 Exemplos 


(1) Encontrar as coordenadas cartesianas do ponto cujas coordenadas polares 
são (— 4, 77/6). 


Solução. A Figura 8.42 ilustra este ponto. 


Figura 8-42 
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Temos, 

x = rcos6 e y = rsenb 
= -—4cos л т кичи 
(E =н 
= 243 = 2. 


Portanto, (2 ҮЗ , 2) são as coordenadas cartesianas do ponto dado. 


(ii) Encontrar (r, 0), supondo r < 0 e 0 < Ө < 2л para o ponto P, cujas: 
coordenadas cartesianas sáo (3. ,-1l). 


Solução. A Figura 8.43 ilustra o ponto P. 


Figura 8-43 
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Temos, 
r = -У\?+у 
= —V3 +1 
= —2; 
а 33 
E REE 2 
р ced. 1 
sen Ө кыы Ёё 2 
Portanto, Ө = 21. 


8.8.4 Gráficos de Equações em Coordenadas Polares. 


O gráfico de F(r, Ө) = O é formado por todos os pontos cujas coordenadas 
polares satisfazem a equação. E comum apresentarmos a equação numa forma explí- 
cita, isto é, : 


r = ҢӨ). 


Na prática, os seguintes procedimentos poderão nos auxiliar no esboço do 
gráfico: 


(i) calcular os pontos de máximos e/ou mínimos; 
(ii) encontrar os valores de Ө para os quais a curva passa pelo pólo; 
(iii) verificar simetrias. Se, 


— a equação não se altera quando substituirmos r por — r, existe simetria 
em relação à origem; 


— a equação não se altera quando substituirmos Ө por — Ө, existe simetria 
em relação ao eixo polar (ou eixo dos x); 


— a equação não se altera quando substituirmos Ө por л — Ө, existe 


: 1 Е Ts 
simetria em relação ao eixo 0 = 2 ( eixo dos y). 
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8.8.5 Exemplos 
(1) Esboçar a curvar = 2 (1 — cos Ө). 
Como a equação não se altera ao substituirmos Ө por —0, isto é, 


r -2(1—cos 0) = 2 (1 — cos (- 0)), 


concluímos que existe simetria em relação ao eixo polar. Logo, basta analisar valores 
de Ө tais que 0 < 0 < x. 


Para 0 € 0 € л, encontramos um ponto de máximo (4, x) e um ponto de mínimo 
(0, 0). Observamos que, considerando r = f(0), os pontos de máximos e mínimos podem 
ser encontrados de maneira análoga aos da Seção 5.7. 


A Tabela 8.1 mostra alguns pontos da curva, cujo esboço é mostrado na Figura 8.44. 


Tabela 8.1 
0 r 
pes 

0 0 
л 
Z 1 
3 / 
E 5 A 
2 

21 3 
3 
л 4 


Figura 8-44 


(ii) Esboçar a curva r = 2 cos 20. 
Analisando as simetrias, temos que 


(a) A curva é simétrica em relação ao eixo dos x, pois 


r = 2 cos (-20) = 2 cos 20. 
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(b) A curva é simétrica em relação ao eixo dos y, pois 


r = 2 cos [2(т — 0)] = 2 cos (2x — 20) = 2 cos 20. 


Logo, basta fazer uma tabela para 0 < 0 < 1/2. 


, pois 


pla 


Em 0 < 0 < 5 , à curva passa pelo pólo quando 0 = 


Podemos ainda verificar que, para O € 0 < t 


N 


(2, 0) e um ponto de mínimo (-2, 1/2). 
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, temos um ponto de máximo 


Usando a Tabela 8.2 e os resultados anteriores, esbogamos a curva vista па 


Figura 8.45. 
Tabela 8.2 

0 r 
0 2 
ш 1 
6 

TE 0 
4 

E 21 
3 

us 22 
2 


Figura 8-45 
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8.8.6 Algumas Equações em Coordenadas Polares e seus respectivos 
Gráficos. 


(1) Equações de retas. 


(a) 9 = 0,000 = 0, + лл, ne Z é uma reta que passa pelo pólo e faz um 
ângulo de 0, ou 0, + nx radianos com o eixo polar (ver Figura 8.46). 


Figura 8-46 


(b) rsen8-aercosO-b,a, b e R, são retas paralelas aos eixos polar e 
1/2, respectivamente (ver Figura 8.47). 


л x 
2 2 
a 
0 A 0 A 
a 
[rsen 0= a, a>0] [r sen 0= a, а<0] 


Figura 8-47 
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д 
2 


>v 
> y 


T 
2 
L 
[ 


r cos 0- b, b>0] [r cos 0- b, b<0] 


Figura 8-47 (continuação) 


(2) Circunferéncias. 


(a) r=c,ce R é uma circunferência centrada no pólo e raio | c | (ver Figura 
8.48). 


Figura 8-48 


(b) r= 2а cos Ө é uma circunferência de centro no eixo polar, tangente ао 
eixo Ө = 1/2: 


— ве а > 0, o gráfico está à direita do pólo; 


— ве а < 0, o gráfico está à esquerda do pólo (ver Figura 8.49). 
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[г = 2a cos Ө, a»0] [г = 2a cos 0, а<0] 


Figura 8-49 


i ALIUS : x š 
(c) r=2b sen Ө é uma circunferência de centro no eixo 2 e que tangencia 
o eixo polar: 


— seb» 0, o gráfico está acima do pólo; 


— ѕе р < 0, о gráfico está abaixo do pólo (ver Figura 8.50). 


z 
55 


[r= 2b sen 0, b>0] [г = 2b sen Ө, b<0] 


Figura 8-50 


(3) Limaçons. 


г=а+ bcosOour-a + b sen Ө, onde a, be R são limaçons. 
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Temos, 


— seb>a, então o gráfico tem um laço (ver Figura 8.51); 


> 
A 
r= a+ Бсоѕ Ө 
[b»a] 
dE х 
— 
A 
—> 
0 A 
r=a+bsen Ө r-a-bsenO 
[b»a] 
Figura 8-51 


— seb = a, então о gráfico tem o formato de um coragáo, por isso é 
conhecido como Cardióide (ver Figura 8.52); 
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r= а(1 + cos 0) 


r= а(1 + sen 0) r= a(i - sen Ө) 


Figura 8-52 


— seb<a, então o gráfico não tem laço (ver Figura 8.53). 
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r=a+bcos6 


[b«a] 
x TE 
2 2 

p 7p — s 
A 
U A 
r=a+bsen Ө r-a-bsenO 
[b«a] 
Figura 8-53 


Observamos que na Figura 8.51 usamos a = 1 e b = 2, na Figura 8.52 usamos 
а= Б = 1 епа Figura 8.53 usamos a = 3 e b = 2. 


(4 Rosáceas. 
г = а со$ п Ө оп г = а senn Ө, опде ае Rene № são rosáceas: 


— sen é par temos uma rosácea de 2n pétalas (ver Figura 8.54); 
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г= асоѕ пө r=asenn6 
[n par] 


Figura 8-54 


— sen é ímpar temos uma rosácea de n pétalas (ver Figura 8.55). 


sb 


г= аѕеп пе r= асоѕ пө 
[n fmpar] 


Figura 8-55 


Observamos que na Figura 8.54 usamosa = 1 e n = 4, па Figura 8.55 usamos 
а-1еп-5. 
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(5) Lemniscatas. 


= + a cos 20 ou 2 = + a? sen 20, onde a e R são lemniscatas (ver 
Figura 8.56). 


f = d sen 20 f =-d sen 20 


Figura 8-56 


Observamos que na Figura 8.56 usamos a - 1. 
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(6) Espirais. 


As equações seguintes representam algumas espirais: 


(а) г0-4а,а»0 
(b) r=a80,a>0 
(c) r= e? 


(d r= Ө 


espiral hiperbólica; 
espiral de Arquimedes; Ж 
espiral logarítmica; 


espiral parabólica. 


As Figuras 8.57 a 8.60 ilustram estas espirais. 


rð -а(0»0) 


Figura 8-57 
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r = a0(6>0) 


Figura 8-58 


юа 


r= e? 


Figura 8-59 


| л 
2 
> 
А А 
r= 


Figura 8-60 
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8.9 COMPRIMENTO DE ARCO DE UMA CURVA DADA 
EM COORDENADAS POLARES 
Seja uma curva С dada pelas sua equação polar 
r= КӨ). 0) 
Sabemos da Seção 8.8.2, que 


r cos Ө 
г 5600. 


x 


2 
Р (2) 


l Il 


Aplicando (1) em (2), vem 


x = f(0) cos Ө 
у = ДӨ) senO. 


Essas equações podem ser consideradas como as equações paramétricas da 
curva C, para Ө e [0,, 0,]. Então, conforme vimos em 4.18, temos 


dx : f 
do = f'(0) cos0 — ДӨ) sen O; 


ey = f'(0) ѕепӨ + ДӨ) cos 0 . 
dð 
Portanto, 


2 2 
EJ v EJ = (f(0)cos0-f0) sen Ө)? + (f'(0) sen Ө + ДӨ) cos Ө)? 


= f'(0? cos?0 — 2/'(Ө) ДӨ) cos Ө sen Ө 
+ ДӨ)? sen? Ө + /?(0)? sen? Ө 


+ 2f'(0) RO) sen 0 cos 0 + RO)? cos? Ө 
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f'(0)7 [cos? Ө + sen? Ө] + ДӨ) [cos? O + sen? Ө] 


re? + ДӨ). 


Substituindo estes resultados na fórmula obtida na Seção 8.2, obtemos 


9, 
pa L (Ө)? + Дө)? de. 


8.9.1 Exemplos 
(D Calcular o comprimento da cardióide r = 1 + cos Ө. 


Solução. Observando a Figura 8.52, verificamos a simetria em relação ao 
eixo polar. Calculamos, então, o comprimento da curva somente para Ө e [0, л]. 


Temos, 


ta 
1 


f, N(- sen Ө) + (1 + cos 0)? de 


л 


- |. asen? Ө + 1 + 2 cos Ө + cos? Ө 40 


kk. СА Ga 


х À 


= | V2 (1 + cos Ө) dd <— — ` 
0 


= |, V2 N 2cos? 5 do 


528 Cálculo A — Funções, Limite, Derivação, Integração 


` 


40 


[ 2 cos 


DID 


= 2-.2sen 


II 


4 unidades de comprimento (u.c.). 


Portanto, o comprimento total da cardióide r = 1 + cos 8 é 8 u. c. 


(ii) Encontrar a integral que dá o comprimento da curva r = 1 — 2cos Ө. 


A Figura 8.61 mostra o gráfico para Ө є (0, л]. Observamos que esta limaçon 
apresenta simetria em relação ao eixo polar. Podemos escrever, 


ta 
li 


2 f. ҮО. sen 0? + (1 — 2 cos 0) do 


JU 
2f YA sen? Ө + 1 — 4cos + 4 cos? Ө 49 


л 
2 | 45 — 4 cos Ө do. 
0 


Figura 8-61 
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(iii) Determinar o comprimento da espiral r = е9, para Ө e (0, 2л]. 


А Figura 8.62 mostra a espiral рага Ө є [0, 27]. 


Figura 8-62 


s = J, N(e9 + (е9)2 qo 
= L. N2 e? de 


= f, V2 el do 


II 
5 
м 
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42. (er Эр e?) 


V2 (e - 1) uc.. 


8.10 ÁREA DE FIGURAS PLANAS EM COORDENADAS 
POLARES 


Queremos encontrar a área A, da figura delimitada pelas retas 0 = ае Ө = B 
e pela curva r = f(0) (ver Figura 8.63). 


Figura 8-63 


Seja f uma função contínua e não negativa em [a, B]. Consideremos uma 
partição P de (0, В] dada por 


а = 8, < 0, < Ө, < ...< Ө, 


24 pores n 


A Figura 8.64 exemplifica esta partição para n = 4. 
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Figura 8-64 


Para cada [8. 


i-1? 


К рд, e ângulo central A 0, onde 0; < р, < 0, e ДӨ, =0,-0, , (ver Figura 8.65). 


9, ‚ Т = 1, ..., n, vamos considerar um setor circular de raio 


Figura 8-65 


A área de i-ésimo setor circular é dada por 


1 2 
2 Ио)? АӨ. 
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Logo, a área A é aproximadamente igual a A,, sendo 


(Кр)? Ав, 


Ni 


n 

A, = У 

i-1 

- > X Wo»? Ae. 
i=1 


Podemos observar que à medida que n cresce muito e cada A Ө» í = 1, ..., n, 
torna-se muito pequeno, А, aproxima-se do que intuitivamente entendemos сото a área 
da região delimitada por Ө = а, Ө = Ber = KO). 


Portanto, escrevemos 


A= lim > Y MPP ЛӨ, 


r= 


ou, 


8.10.1 Exemplos 
(i) Encontrar a área da região S, limitada pelo gráfico de r = 3 + 2 sen Ө. 


A Figura 8.66 mostra a região S. Observando a simetria em relação ao eixo 
1/2, podemos escrever 


1 л/2 
2] (3 + 2 sen 0Y? de 
2 * x2 
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! 
MEN 
S 


(9 + 12 sen 0 + 4 sen? Ө) 40 


n/2 1 
= | 9+12seng+4. 1— £052 8 do 
— 7/2 2 
1 л/2 
= 90 -120050+2[0-7 sn 20 ) | 
-7/2 


n =" -7 
they нил 2 = 2: 2 


m 


il 
— 
pa 
a 
El 
E» 


Figura 8-66 
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(ii) Encontrar a área da região S, interior à circunferência r = 2cos Ө e 


exterior à cardióide r = 2 — 2cos Ө. 


Resolvendo o sistema 


2 
г= 2 – 2 соѕ Ө, 


encontramos os pontos de intersecção das duas curvas. 
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Temos, 


2cos0 = 2-2со80 


4со80- 2 

1 

cos0 = 2 
. x 5n 
Assim, 8 = = e Ө = 3 


A Figura 8.67 mostra a região Š. 


Figura 8-67 


Observando a simetria, geometricamente, podemos visualizar que a área pro- 


curada é dada por 


A = 2 (A, – А), onde 
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Хаг D (2 cos 0)? do 
1 2. 0 


л/3 
A4 =3 | Q-2c 9 de. 


N |= 


Portanto, 


(2 cos Ө)? — (2 — 2 cos Ө)2] 40. 


> 
Ш 
a” 


1/3 
f, (4 cos? Ө — 4 + 8cos 0 — 4 cos? Ө) 40 


n/3 
f (8 cos Ө — 4) de 


x/3 
= 8snO0-4080 
0 
л 
== — — 4 — 
8 sen y 3 
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8.11 EXERCÍCIOS 


1.  Demarcar os seguintes pontos no sistema de coordenadas polares. 


(a) P (á, 7/4) (b) Px4,-n/4) 
(c) Py, n/4) (d) Р,-4,-1/4) 


2. Em cada um dos itens, assinalar o ponto dado em coordenadas polares e depois escrever as 
coordenadas polares para o mesmo ponto, tais que: 
(i) rtenha sinal contrário; 


(ii) O tenha sinal contrário. 


(а) (2, 7/4) (b (W2,-m/3) 
(с) (5, 27/3) (d) (4, 51/6) 


3. | Demarcar os seguintes pontos no sistema de coordenadas polares e encontrar suas 
coordenadas cartesianas. 


(а) (3, л/3) (5 (3, 7/3) 
(с) (3, 1/3) | (4) C3,—/3) 


4. Encontrar as coordenadas cartesianas dos seguintes pontos dados em coordenadas polares. 


(а) (-2, 21/3) (b) (4, 57/8) 
(с) (3, 13л/4) (d (10, 7/2) 
(е) 10, 37/2) @ (1,0) 


5. Encontrar um раг de coordenadas polares dos seguintes pontos: 


(a) (1,1) (b) (1,1) 
(с) C1,-1) (4) (1-1) 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 
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Usar 
(a) r>0 e 0<0<27; (b r<0 e 0<0<27; 
(с) r>0 e -2n«0s0; (d r«0e-2n«0s0 


para escrever os pontos P 3 2-1) РХ- 42 , — V2) , em coordenadas polares. 


Transformar as seguintes equações para coordenadas polares 


(a) 2 +y=4 (b x=4 
(с) y=2 (d) у+х=0 
(e) X+y-2=0 (f) 2+y-6=0 


Transformar as seguintes equações para coordenadas cartesianas. 
(a) r=cos6 (b) r=2sen6 


1 
cos Ө + sen Ө 


(с) (d r=a,a>0. 


Nos exercícios de 9 a 32 esboçar o gráfico das curvas dadas em coordenadas polares. 
r-1-42cos0 10. r-1-2senO 


r=atbcos0 12. г=соѕ 30 
a=2eb=3;a=3eb=2:a=b=3 


r=2 cos 30 14. r=2sen20 
r=2-cos Ө 16. r-2-senO 
r=atbsen6 18. rcos0=5 


a=2eb=3;a=3eb=2;a=b=2 


r=2 sen 30 20. 0=7/4 


0-1/9 | 22. 5гсо80--10 
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23. /2-4сов28 24. r=38,0>0 
25. r-4senO 26. г=е9,0>0 
27. r= 2 28. r=10cos0 
29. r-21cos0l 30. r=12sen 0 
31. ғ=е93 32. r=20 


Nos exercícios 33 a 37, encontrar o comprimento de arco da curva dada. 


33. r=e°, entre 0 =0 e9 =7/3 34. r=1+c0s0 


35. ғ= 2аѕеп Ө 36. r-30?,de 0 = 0 até 0 = 22/3 


37. rz e ,de0- 0 até 0 = 37/2. 


38. Achar o comprimento da cardióide r = 10(1 — cos 0). 


Nos exercícios 39 a 46, encontrar a integral que dá o comprimento total da curva dada. 


39. /2-9соѕ 20 40. r-3sen30 
42. 12-9 ѕеп 20 43. r=2-3c0s8 
45. r=3+2cos0 46. г=4 +2 ѕеп Ө 


Nos exercícios 47 a 56, calcular a área limitada pela curva dada. 


47. P=9sen20 48. r-cos30 
50. >= 16соѕ 20 51. r-3sen20 
53. r=4(+c0s 0) 54. r-4(1—cos Ө) 


SS. r=4(1 + sen 8) 56. r=4(1 – ѕеп Ө) 


41. 


44. 


49. 


52. 


г = 4 cos 40 


r=4-2sen6 


r -2—cos Ө 


r=3-2c0s0 
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57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


Encontrar a área da intersecção entre r = 2a cos Ө e r = 2a sen Ө. 
Encontrar a área interior ao círculo г = 6 cos Ө e exterior a r = 2(1 + cos 8). 
Encontrar a área interior ao círculo r = 4 e exterior à cardióide г = 4(1 — cos Ө). _ 


Encontrar a área da região do primeiro quadrante delimitada pelo primeiro laço da espiral 
r=20,0> 0 e pelas retas Ө = л/4 e Ө = 1/3. 


Encontrar a área da região delimitada pelo laço interno da limaçon r = 1 + 2 sen Ө. 
Encontrar a área da região interior ao círculo г = 10 e à direita da reta r cos Ө = 6. 
Calcular a área da região entre as curvas: 


(a)2r=3 e r=3sen8: (b)2r=3 e r=1 +cos Ө. 


8.12 MASSA E CENTRO DE MASSA DE UMA BARRA 


Inicialmente, vamos descrever o conceito de centro de massa de um sistema 


constituído por um número finito de partículas, localizadas sobre um eixo L, de peso e 
espessura insignificantes. 


Vamos supor que o eixo L esteja na posição horizontal e imaginemos que ele 


possa girar livremente em torno de um ponto Р, como se nesse ponto fosse colocado 
um apoio (ver Figura 8.68). 


L 


—— 


Figura 8-68 


Se colocarmos sobre L um objeto de peso w, a uma distância d, à direita de 


P, o peso do objeto fará L girar no sentido horário (ver Figura 8.69(a)). Colocando um 
objeto de peso w,, a uma distância d, à esquerda de P, o peso desse objeto fará L girar 
no sentido anti-horário (ver Figura 8.69(b)). 
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ю--4--| [E d,—| 
L P P L 
PA | : | 
» < | 
(a) (b) | 
Figura 8-69 


Colocando simultaneamente os dois objetos sobre L (ver Figura 8.70), o 
equilíbrio ocorre quando 


Wi di =w, d,. (1) 


Figura 8-70 


Este resultado é conhecido como Lei da Alavanca е foi descoberto por Arqui- 
medes. Na prática, podemos constatá-lo quando duas crianças se balançam numa 
gangorra. 


Vamos, agora, orientar L e fazê-lo coincidir com o eixo dos x do sistema de 
coordenadas cartesianas. Se duas partículas de peso w, e w, estão localizadas nos pontos 
x, € x,, respectivamente (ver Figura 8.71), podemos reescrever (1) como 


w G@; — P) = wXP — x,) ou wx — P) + w,(x, — P) = 0. 


KE d, => d, ——» 


| 


W. P [w] 
EE em шиг 


Figura 8-71 


>x Y 
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Supondo que n partículas de pesos w,, w, ..., w, estejam colocadas nos pontos 
Хү, Xp ee Xps respectivamente, o sistema estará em equilíbrio ao redor de P, quando 


n 


У woe - Р) = 0. (2) 


i=l 


Como o peso de um corpo é dado por w = mg, onde g é a aceleração da 
gravidade e m é a massa do corpo, considerando g constante, podemos reescrever (2) 
como 


n 


У, me, -P)=0, 


i=l 


ou de forma equivalente, 


> m, (x, — P) = 0. 


i=1 
n 


A soma y m,(x, — P) mede a tendência do sistema girar ao redor do 
i=1 
ponto P e é chamada momento do sistema em relação a P. Quando o momento é 
positivo, o giro se dá no sentido horário. Quando o momento é negativo, o giro se dá 
no sentido anti-horário e, obviamente, quando o momento é nulo o sistema está em 
equilíbrio. 


Se o sistema não está em equilíbrio, movendo o ponto P, podemos encontrar 
um ponto x, de tal forma que ocorra o equilíbrio, isto é, um ponto x tal que o momento 
do sistema em relação a x seja nulo. O ponto x deve satisfazer 


> m, (x, — x) = 0. 


i=1 


Resolvendo esta equação para x , obtemos 
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ou, 


ou ainda, 


(3) 


O ponto x que satisfaz (3) é chamado centro de massa do sistema dado. 


Sob a hipótese da aceleração da gravidade ser constante, x também é chamado 
centro de gravidade do sistema. 


É interessante observar que, na expressão (3), o numerador do lado direito é o 
momento do sistema em relação à origem e que o denominador é a massa total do sistema. 


Queremos a seguir, mostrar como a integração pode ser usada para estender 
essas idéias a um sistema que, ao invés de ser constituído por um número finito de 
partículas, apresenta uma distribuição contínua de massa. | 


Consideremos uma barra horizontal rígida, de comprimento 1. Se a sua densi- 
dade linear p, que é definida como massa por unidade de comprimento, é constante, 
dizemos que a barra é homogênea. Neste caso, intuitivamente, percebemos que a massa 
total da barra é dada por pl e que o centro de massa deve estar localizado no ponto 
médio da barra. 


Suponhamos agora, que temos uma barra não homogênea. Localizemos a barra 
sobre o eixo dos x, com as extremidades nos pontos a e b, como mostra a Figura 8.72. 


0 a b X 


| 
E ===> | 
Figura 8-72 
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Seja p(x), x e [a, b] uma função contínua que representa a densidade linear 
da barra. Para encontrar a massa total da barra, vamos considerar uma partição P de 
[a, b], dada pelos pontos 


qa = xo < x) < ... < x; | < x; < ... < x, = b. 


Sejam c, um ponto qualquer do intervalo (х, ,, x;] e Ax; = x,—x, ,. Então, uma 
aproximação da massa da parte da barra entre x, , e x, é dada por 


Am, = P(c) Ах, 


n 
Y, Am = Y, plc) Ах, 4) 
151 i=1 
constitui uma aproximação da massa total da barra. 


Podemos observar que à medida que n cresce muito e cada Ax, — 0, a soma 
(4) se aproxima do que intuitivamente entendemos como a massa total da barra. 


Assim, como (4) é uma soma de Riemann da função contínua p(x), podemos 
definir a massa total da barra como 


b 


=| ро а A 


Para encontrarmos o centro de massa da barra, precisamos primeiro encontrar 
o momento da barra em relação à origem. 


Procedendo de acordo com as hipóteses e notações anteriores, obtemos que 
c; Am, é uma aproximação do momento em relação à origem, da parte da barra que está 
entre x, ,e x; e que 


n n 


Y vem. 2 plus (6) 


i-l i=1 


é uma aproximação do momento da barra em relação à origem. 
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Como a soma (6) é uma soma de Riemann da função contínua х р(х), podemos 
definir o momento da barra em relação à origem como 


(7) 


Então, estendendo a expressão (3) para a barra, obtemos o seu centro de massa 
x , que é dado por 


жы. Л] 
х= | xp) dx. (8) 


8.12.1 Exemplos 


( Usando (8), verificar que o centro de massa de uma barra homogênea 
está no seu ponto médio. 


Solução. Seja | o comprimento da barra e p a sua densidade linear. Localizando 
a barra sobre o eixo dos x com extremidades nos pontos a e b, temos 


[pas 
а 

р | ах 
а 


р (b - a) 


š 
lI 


pl unidades de massa; 
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1 
= z - a) (b + a. 


b+a 
2 


Como b — a = І, temos x = , OU seja, x está sobre o ponto médio da 


barra. 


Neste exemplo, fica claro que a localização do centro de massa em relação à 
barra não depende da posição da barra em relação à origem. Na prática, podemos 
sempre escolher a posição mais conveniente de forma a facilitar os cálculos. 


(1) Uma barra mede 6m de comprimento. A densidade linear num ponto 
qualquer da barra é proporcional à distância desse ponto a um ponto q, que está sobre 
o prolongamento da linha da barra, a uma distância de 3m da mesma. Sabendo que na 
extremidade mais próxima a q, a densidade linear é 1 kg/m, determinar a massa e o 
centro de massa da barra. 


Solução. A Figura 8.73 mostra a barra localizada sobre o eixo dos x. 


o 


q=-3 0 x 6 X 


Figura 8-73 
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A distância de um ponto x da barra até q é dada por 
а = х-(-3) 


= x+3. 


Como a densidade é proporcional à distância 4, temos 
рб) = Kx + 3), 
onde k é uma constante de proporcionalidade. 


Como p(0) = 1 kg/m, substituindo na expressão anterior, vem 


1 = k(0 + 3) ou 
1 

vi 3 

Portanto, 


p(x)- 1 (x + 3), V x € [0, 6]. 


A massa da barra é dada por 


6 


m = Ї, р (x) dx 
1 6 
= 3) 6+3) & 
6 
= з (5 +2) 
0 
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5 (18 + 18) 


12 kg. 


O centro de massa x é dado рог 


&I 
II 


0 44885526 
л |, хро) а 


1 ré 1 
ы D x 2 G + 3) dx 


[72 + 54] 


“Portanto, o centro de massa está localizado sobre a barra, a uma distância de 
3,5m da extremidade mais próxima a q. 


(iii) Determinar o centro de massa de uma barra de 5m de comprimento, sabendo 
que num ponto q, que dista Im de uma das extremidades, a densidade é 2 kg/m e que nos 
demais pontos ela é dada por (2 + d) kg/m, onde d é a distância até o ponto q. 


Solução. Localizamos a barra sobre o eixo dos x como mostra a Figura 8.74. 


—————_—— > 
0 q=4 5 X 


Figura 8-74 
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Então, podemos expressar a densidade da barra pela função 


2, x=4 
pl) =32+(4-x=6-x, 0<х 
i 24-(х-4)-х-2, 4«х 
A massa da barra é dada por 


5 


[ро a 


3 
| 


4 


Í, 6-2 dx + |, (x — 2) dx 


li 
EET 
e 
| 

№ |+, 
Nit. 22 


lI 
PM 
Y 
| 
L 
+ 
PE 
nY 
l 
s 
e 
| 
oo 
+ 
00 
> (é 


O centro de massa é dado por 


e! 


5 
x]. x p (x) ах 


2 fina as [т-а 
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2 64 125 64 
= ав - e -5-% +16 


2,05. 


Hn 


Portanto, o centro de massa está sobre a barra, a uma distáncia aproximada de 
2,05m da extremidade mais distante ao ponto q dado. 


8.13 MOMENTO DE INÉRCIA DE UMA BARRA 


Inicialmente, vamos descrever o significado intuitivo do momento de inércia. 
Para isso, vamos considerar uma barra constituída por partes iguais, de madeira е aço, 
como mostra a Figura 8.75. 


H madeira ——4———— aço — — 
_—Є ————— 
Figura 8-75 


Suponhamos que a barra possa girar livremente em torno de um eixo регреп- 
dicular L, que passa por uma de suas extremidades. Se aplicarmos uma força F na outra 
extremidade da barra, como mostra a Figura 8.76, faremos com que ela gire em torno 
do eixo L. 


Se o eixo passar pela extremidade de madeira, obteremos uma determinada 
aceleração angular. Se trocarmos as posições, isto é, se o eixo de rotação passar pela 
extremidade de aço, aplicando a mesma força F na extremidade de madeira, teremos 
uma aceleração angular muito maior que a anterior. 


Além disso, se mudarmos o ponto de aplicação da força para uma posição 
mais próxima do eixo L, em ambos os casos, a aceleração angular diminuirá. Na prática, 
podemos observar isso quando abrimos ou fechamos uma porta. 
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n" 


Figura 8-76 


Vemos assim que, para uma mesma força, a aceleração angular depende da 
distância e da distribuição da massa da barra em relação ao eixo de rotação. 


Vamos agora, fazer uma analogia com o movimento de translação. Observando 
a Segunda Lei de Newton, que pode ser expressa como 


F=m:a o а= F, 


l 
m 


vemos que a massa pode ser interpretada como uma medida da capacidade do corpo de 
resistir à aceleração. Se a força é constante, quanto maior a massa, menor será a 
aceleração. 


De acordo com nossas considerações anteriores, no movimento de rotação, a 
grandeza análoga à massa no movimento de translação é uma grandeza que depende da 
distância de cada ponto do corpo ao eixo de rotação e da distribuição da massa do corpo, 
em relação a esse eixo. Essa grandeza é chamada inércia de rotação ou momento de 
inércia e pode ser interpretada como uma medida da capacidade do corpo de resistir à 
aceleração angular em torno de um eixo L. 


Aplicações da integral definida 551 


8.13.1 Definição. O momento de inércia de uma partícula de massa т„ em relação 
a um eixo L, é definido como 


" 2 
I, = m, d, 


onde 4, é a distância perpendicular da partícula ao eixo L. 


Se temos um sistema de n partículas, o momento de inércia do sistema em 
relação a L é definido como a soma dos momentos de inércia, em relação a L, de todas 
as partículas, isto é, 


n 
1, = Y, т, dř. 
i=l 


Como fizemos para o centro de massa na seção anterior, vamos agora estender 
a definição 8.13.1, para a barra horizontal rígida da Figura 8.77. 


Figura 8-77 


Suponhamos que a densidade linear da barra é dada por uma função contínua 
р(х), xe la, b]. 


Seja P uma partição de [a, b], dada pelos pontos 
a= ху<Ххү<..<х,ү<х<..<х =b. 
Sejam c; um ponto qualquer no intervalo [x, |, x;] e Ax; = x; – x; ,. Então, uma 


aproximação do momento de inércia em relação a um eixo L, da parte da barra entre 
X; | € Xp é dada por 


a Xe) Am, =d Hc) р(с) Ах, , 


onde d(c;) é a distância do ponto с, ao eixo L (ver Figura 8.78). 


552 Cálculo A — Funções, Limite, Derivação, Integração 


А soma 


у, d%c) Ат = Y, d%c) plc) Ах, 0) 


i=l i=l 


constitui uma aproximação do momento de inércia da barra, em relação ao eixo L. 


Figura 8-78 


Como (1) é uma soma de Riemann da função contínua d 2(x) p(x), podemos 
definir o momento de inércia da barra, em relação ao eixo L, por 


b 


I, = 1 4 (х) р(х) ах. 


(2) 


8.13.2 Exemplos 


(i) Determinar o momento de inércia da barra do exemplo 8.12.1(ii), em 
relação a um eixo perpendicular L, que passa por x = —3 (ver Figura 8.73). 
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Solução. No exemplo 8.12.1(ii), vimos que a densidade linear da barra é dada 
por 


p(x) = i (x + 3,Vxe [a,b] 


e que a distáncia de um ponto qualquer x da barra até o eixo L, é dada por 
а (х) =х+3. 


Portanto, usando a fórmula (2), vem 


RES. 
I 


° 1 
| c+ 32 = @ + 3) а 
0 3 


о. 4 
Е 21 (x + 3) dx 


(x + 394 | Š 


4 


w| = 


0 
тээ 
= p R=] 
= 540kg- m?. 


(1) Uma barra de 4m de comprimento, é formada por dois materiais A e B, 
de densidades constantes, como mostra a Figura 8.79. Supondo que as densidades de 
А e B são dadas por р, = 1 kg/m e p, = 2 kg/m, respectivamente, determinar: 


K— 2m ——— 2m — 
S S 
A B 


Figura 8-79 
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(a) O momento de inércia da barra em relação a um eixo perpendicular 
L,, que passa na extremidade da barra feita pelo material А. 


(b) O momento de inércia da barra em relação a um eixo perpendicular 
L, que passa na extremidade oposta da barra. 


Solução. 


(a) A Figura 8.80 mostra a barra localizada sobre o eixo dos хе o eixo de 
rotação L.. 


Usando a fórmula (2), temos 


m 
H 


E j 21a f 2.24 


2 4 
2 


ea 


0 


l 
+ 
© 
x 

da 
z 
N 
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(b) A Figura 8.81 mostra a barra localizada sobre o eixo dos x e o eixo de 
rotação L. 


L, 

x 
чы xII[TPS€———> 
0 2 4 X 


Figura 8-81 


Usando a fórmula (2), temos 


da |) 


2 


II 


4 : 
lia ipu 1 (4 — x - 2 dx 


Ai |4 


3 


—(4 cup 
3 


64 
+ — 


, 16 
3 3 


24 kg - m?. 


Observamos que estes resultados confirmam nossa percepção intuitiva, discu- 
tida na parte inicial desta seção. No caso do item (a), a barra possui uma capacidade 
maior de resistir à rotação em torno de L, porque sua parte mais densa está mais afastada 
de L. Assim, para obtermos uma mesma aceleração angular, precisamos aplicar uma 
força maior que no caso do item (b). 
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Os resultados obtidos também nos mostram como o momento de inércia de 
um corpo depende do eixo de rotação considerado. 


8.14 TRABALHO 


Na Física, o conceito de força pode ser usado para descrever o ato de empurrar 
ou puxar um objeto. Por exemplo, necessitamos de uma força para 


— levantar um objeto do solo; 
— empurrar um automóvel. 


Intuitivamente, sabemos que a força necessária para levantar um objeto do 
solo, é uma força constante, isto é, sua intensidade não varia enquanto está aplicada ao 
objeto. No entanto, para empurrar um automóvel é necessário uma força variável, pois 
no início do movimento, aplicamos uma força maior do que aquela aplicada quando o 
carro está em movimento. 


Se aplicamos uma força F a um objeto, fazendo-o deslocar-se a uma determi- 
nada distância d, na direção da força, podemos determinar o trabalho W realizado por 
F sobre o objeto. 


Se a força é constante, definimos W por 
W=F.d. 


Se a força é variável, definimos W, usando a integral definida. 


8.14.1 Trabalho realizado por uma força variável. 


Suponhamos que um objeto se desloca sobre um eixo L e esteja sujeito a uma 
força variável F. Sem perda de generalidade, seja L o eixo dos x. Suponhamos que 
F = F(x) é uma função contínua em [a, b]. 


Queremos definir o trabalho realizado pela força F sobre o objeto, quando este 
se desloca de x = a até x = b, com a < b. 


Consideremos uma partição P de [a, b], dada por 


а= xo EX «X, <... «X, , XX; € € x, =b. 
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Sejam с; um ponto qualquer do intervalo (х, у, х] e Ax,=x,-x, у. 


Então, uma aproximação do trabalho realizado pela força F = F(x) sobre o 
objeto, quando este se desloca no i-ésimo intervalo, é dada por 


W,=F(c) Ax, . 


Assim, uma aproximação do trabalho realizado pela força F = F(x) sobre o 
objeto, quando este se desloca de a até b é dada por 


У Е(с) Ах, (1) 


i=1 


Podemos observar que à medida que n cresce muito e cada Ax; > 0, a soma 
(7) se aproxima do que intuitivamente entendemos como o trabalho total W, realizado 
pela força F(x) sobre o objeto, quando este se desloca de a até b. 


Como (7) é uma soma de Riemann da função contínua F(x), podemos definir 
W por 


W = Г Е (х) dx. 


(2) 


8.14.2 Exemplo. Ота criança rolando uma pedra, utiliza uma força de 120 + 25 sen х 
Newtons sobre ela, quando esta rola x metros. Quanto trabalho deve a criança 
realizar, para fazer a pedra rolar 2 metros? 


Solução. A Figura 8.82 ilustra a situação. No ponto O inicia-se o movimento. Queremos 
calcular o trabalho W, realizado pela força F(x) = 120 + 25 sen x, sobre a pedra, quando 
esta se desloca de O até 2. 


0 A 
—— o A 
o i 2 X 


Figura 8-82 
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Usando (2), temos 


2 
| (120 + 25 senx) dx 


W 


(120 x — 25 cos x) 


120 - 2 25 cos 2 — 120 -0 + 25 cos 0 


240 — 25 cos 2 + 25 


(265 — 25 cos 2) N - m. (Newtons - metros = Joules). 


, 8.14.3 Trabalho Resultante da Distensáo e Compressão de uma Mola. 


A força F(x) necessária para distender uma mola x unidades além de seu 
comprimento natural é dada por 


F(x) = kx, | (3) 


onde k é uma constante, chamada constante da mola (ver Figura 8.83). 


| 500000000000 — 


ч = SE RN уул s 
сэ э 


comprimento x 
natural 


Figura 8-83 


As molas reais obedecem à equação (3), que é conhecida como Lei de Hooke. 


Colocamos a mola ao longo do eixo dos x com a origem no ponto onde começa 
o esticamento (ver Figura 8.84). 


Aplicações da integral definida 559 


Figura 8-84 


( 


O trabalho realizado para que a mola se estenda de x, até x, é dado por 
x 

=] жа. (4) 
ži 


Observamos que esta fórmula também pode ser usada para a compressão de 
molas. 


8.14.4 Exemplos 


(1) Uma mola tem um comprimento natural de 0,5 m. Uma força de 43 é 
exigida para conservar a mola esticada 0,6 m. Calcular o trabalho realizado para que a 
mola se estenda de seu comprimento natural até um comprimento de 1,2 m. 


Solução. Colocamos a mola ao longo do eixo dos x como mostra a Figura 8.85. 


Inicialmente, precisamos encontrar a constante da mola. Pela Lei de Hooke, 
vem 


F(x) = kx. 
Como F(0,6) = 4, temos 
k-0,6=4 


ese 


4 
0,6 
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20 
k= 5: 


Logo, F(x) = 2 х. 


-0,5 0 0,7 


K— — — —— 1,2m — i 
Figura 8-85 


Portanto, usando (4) e visualizando os limites de integração na Figura 8.85, 
temos 


2010 qm 


49 
= 30 J (Joules). 


(ii) А constante da mola de um batente numa estação de carga é de 26 х 10* N/m. 
Achar o trabalho efetuado ao se comprimir a mola de 10 cm. 


A Figura 8.86 ilustra este exemplo. Temos que F(x) = 26 х 107 x. 
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Usando (4), vem 


0,1 
= | 26 x 10º x dx 
0 


0,1 


x 


26 x 10* — 


0 


13 - 104 - (0,1)? 


1300 J. 


Podemos usar a integral para calcular Trabalho em outras situações práticas. 
Basta identificar um sistema de coordenadas adequado e definir a forga variável para 
a situacáo considerada. 


Os exemplos seguintes mostram o caso de esvaziamento de tanques pela parte 
superior. 


8.14.5 Exemplos 


() Um tanque tem a forma de um cilindro circular reto de raio igual a 4m 
e altura 8m. Supondo que esteja cheio de água (o peso da água por m? é 9807 Newtons), 
achar o trabalho efetuado, para esvaziar o tanque pela parte superior, considerando que 
a água seja deslocada por meio de um émbolo, partindo da base do tanque. 
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Solução. A Figura 8.87 mostra o tanque, com o êmbolo a y metros do fundo. 


Figura 8-87 


A força elevatória é igual ao peso da água sobre o êmbolo. Como o volume 
de água acima do émbolo é dado por nr? (8 — y), temos 


F(y) = тг? (8 — y) - 9807 


ou, 


F(y) T- 4? - (8 — у): 9807 


156 912 7 (8 — у). 


Portanto, o trabalho necessário para esvaziar o tanque é 


8 


W = | 1569127 (8 - y dy 
0 А 


8 
156 912 7 f, (8 — y) dy 
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156912 л Ë - d 


82 
156912171 |8 -8 — — 


5021184 m J. 


(ii) Um tanque tem a forma do cone circular reto, de altura 10m e raio da 
base 5m. Se o tanque está cheio de água, encontrar o trabalho realizado para bombear 
a água pelo topo do tanque. 


Solução. Seja y a distância, em metros, até o ponto de baixo do tanque (ver 
Figura 8.88). | 


0 X 
Figura 8-88 

Consideremos uma partição de P de [0, 10] dada por 

0=» <) «yj X « Xyj a «уул 10. 


Os planos horizontais nas alturas y = Ур j=0, 1, ..., n, dividem o tanque em 
n fatias. 
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Vamos aproximar a j-ésima fatia por um disco de raio igual ao raio do tanque 
na altura y; e espessura igual a Ay; = 0 (ver Figura 8.89). 


xv 


Figura 8-89 


Como o cone intercepta o plano xy segundo a reta que passa por (0, 0) e 


(5, 10) (ver Figura 8.90), temos que o raio do j-ésimo disco é dado por 5 E 


O j-ésimo disco tem volume 


2 

y: 

"4 3 
л | 2 | А у; т 

е o peso da água correspondente é 
2 
9807 di Ay, К 
т 2 у; ke. 


O topo deste disco está a 10—y ; metros do topo do tanque. Assim, necessitamos 


2 
y; 
J À 
9807 т E | A y; (10 — y) m kg 


de trabalho para bombear a água até o topo. 
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Figura 8-90 


А soma 


n р 2 
y sors [5] (10 - y) A y, 
1-1 


é uma solução aproximada. 
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A quantidade exata de trabalho para bombear toda a água até o topo do tanque é 


1 


0 2 
w = | 9807712 | (10 - y 4 
0 2 


li 


98077 |. , 
тысы E Ї у (10 — y) dy 


IO 
2451,75 л J, (10y? — y) dy 


3 4 
X. o X. 
2451,75 x Ë 3 4 
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2451,75 л С - 10º - Í 


374 


2043125 m J. 


8.15 PRESSÃO DE LÍQUIDOS 


Podemos também aplicar a integral definida para encontrar a força causada 
pela pressão de um líquido sobre uma chapa submersa no líquido, ou sobre um lado do 
recipiente que o contém. 


Da Física, sabemos que, se um recipiente fechado, como um balão, está cheio 
de líquido e se forças externas, como a gravidade, não são consideradas, então a força 
exercida pelo líquido sobre uma chapa plana colocada dentro do recipiente, é indepen- 
dente da posição da chapa. A força tem a direção perpendicular à chapa e é proporcional 
a sua área. 


A constante de proporcionalidade entre a força exercida sobre a chapa e sua 
área é chamada pressão do líquido, e tem como unidade de medida a unidade de força 
por unidade de área. Por exemplo, 


P = А Newtons/m? . 


No caso de uma piscina cheia de água a pressáo é causada pela gravidade e 
aumenta com a profundidade da água. 


Para um líquido qualquer, a pressáo P exercida pelo líquido num ponto sob a 
superfície do mesmo, a uma profundidade A, é dada por 


P=wh, 
onde w é o peso do líquido por unidade de volume. 


Como a pressão varia com a profundidade, a força total numa região plana 
não horizontal, que está submersa numa porção de líquido, é dada por uma integral. 


A seguir, vamos determinar a força total sobre uma chapa plana, submersa em 
um líquido, verticalmente, como mostra a Figura 8.91. 


Aplicações da integral definida 567 


N AA AL AL ALA А ААА А ^7 Superfície ou 
nível do líquido 


Figura 8-91 


Escolhendo o sistema de eixos coordenados adequadamente, podemos supor 
que a chapa tem a forma da região do plano xy limitada por y = с, у = d, х = f (y) е 
x = g(y), onde f e g são funções contínuas em [c, d] e Ду) > gy), V y є [c, d] (ver 
Figura 8.92). 


AY 


х= Қу) 


Еірига 8-92 


Vamos supor que о nível do líquido contenha a reta у = k. 


Seja P uma partição de [c, d] dada por 


c=yo LY <y <... < y;_, << <, = 4. 
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Seja s; um ponto qualquer do intervalo Уул , »jl e Ay; =) a: 


A chapa pode ser aproximada por n retângulos de largura 
L; =з) -8 (5) 
e altura 


H, = Ay; (ver Figura 8.93). 


-Figura 8-93 


A área do j-ésimo retángulo é dada por 


sp -8(s)] Ay; z 


Se Лу, é pequeno, então todos os pontos do retângulo estão aproximadamente 
à mesma distância, K — s., do nível do líquido. Logo, a pressão em qualquer ponto do 
retângulo pode ser aproximada por 


w- (k-s). 
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A força no j-ésimo retângulo é aproximadamente igual a 


w (k-s) If) -8 (s) Ay, 


A força total sobre a chapa é aproximadamente igual a 


n 


Y, we- sr (5) — 8G] Ay. 0) 


= 


Podemos observar que à medida que л cresce e cada Ay, — 0, a soma (1) se 
aproxima do que intuitivamente entendemos como a força total sobre a chapa. Como 
(1) é uma soma de Riemann da função contínua 


w (k – y) [Ќу) — g O). 


podemos definir a força total sobre a chapa como 


d 


F=f „(@-у 40-80) dy. 


@ 


8.15.1 Exemplos 


() Um depósito de água tem extremidades verticais com a forma de um 
trapézio isósceles de base menor igual a 4m. base maior 12m e altura 8m. Determinar 
a força total sobre uma extremidade, quando o depósito está cheio de água. 


Solução. A Figura 8.94 ilustra o trapézio num sistema de coordenadas 
cartesianas. 
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Nível da água 


Figura 8-94 


Como a figura apresenta simetria em relação ao eixo dos y, vamos analisar só 
a região do primeiro quadrante. Esta região está delimitada por 


у-0,у-8,х-0 e r=. 


O nível da água contém a reta y = 8. 


O peso da água por metro cúbico é conhecido, da Física, como w = 9807 
Newtons. 


Usando (2), temos 


F 


8 
af овот Bl 4 2 
0 2 


8 
9807 | 8-»0* dy 
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8 
= 9807 f, (32 + 4y — Y) dy 


1 сарын 
= 9807 цаа =, 


3 
= wo (mirer m - 


—  2092225,38 Newtons. 


(ii) Uma chapa semicircular de 0,2m de raio acha-se submersa verticalmente 
num líquido, como mostra a Figura 8.95. Determinar a força exercida sobre um lado 
da chapa, sabendo-se que o líquido pesa 10% N por m°. 


0,2m 
> 


Figura 8-95 


Solucáo. A Figura 8.96 mostra a chapa colocada num sistema de coordenadas 
cartesianas. 


Devido á simetria em relagáo ao cixo dos y, vamos considerar a região deli- 
mitada por y = — 0,2, y -0, x -0ex = V0,04 — y? . 


O nível da água contém a reta y = 0. 
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Figura 8-96 


Usando (2), temos 


F 


0 
2 n 10* (0 — y) ү0,04 — у? dy 


0 
2.10 Ёс -y ү0,04 - ау 


0 


lI 


1 (0,04 — yy? 
. 414 
ши E 3/2 


-02 


20000. 


3/2 
3 0,04 


53,33 Newtons. 


8.16 EXERCÍCIOS 


l. Encontrar a massa total e o centro de massa de uma barra de 12 cm de comprimento, se a 
densidade linear da barra num ponto P, que dista x cm da extremidade esquerda, 
é (5x + 7) kg/cm. 
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Encontrar а massa total е o centro de massa de uma barra de comprimento 3m, se a densidade 
linear da barra num ponto situado a x m do extremo esquerdo é (522 + 3) kg/m. 


Calcular a massa total e o centro de massa de uma barra de 5m de comprimento, sabendo que 
a densidade linear num ponto é uma função do 1º grau da distância total deste ponto ao 
extremo direito da barra. A densidade linear no extremo direito é 5 kg/m e no meio da barra é 
2 kg/m. 


Uma barra horizontal está localizada sobre o eixo dos x, como mostra a Figura 8.97. 


EM 
| epe p 
0 a b X 
Figura 8-97 


Se a densidade linear num ponto qualquer da barra é proporcional à distância deste ponto até 
a origem, determinar o valor da constante de proporcionalidade, de modo que a massa da barra 
+ a 


2 


seja m = u.m.. 


O comprimento de uma barra é 2m e a densidade linear no extremo direito é 1 kg/m. A 
densidade linear num ponto varia diretamente com a segunda potência da distância do ponto 
ao extremo esquerdo. Calcular a massa total e o centro de massa da barra. 


Determinar o momento de inércia de uma barra homogênea de 3m de comprimento, em 
relação a um eixo perpendicular. que: 


(a) passa no ponto médio da barra; (b) passa por uma das extremidades da barra. 
Considerar a densidade linear da barra igual a 0,8 kg/m. 


Uma barra horizontal mede 8m de comprimento. No seu ponto médio a densidade linear é 0,8 
kg/m e cresce proporcionalmente com o quadrado da distância até este ponto. Se numa das 
extremidades a densidade é 16,8 kg/m, determinar a massa е o centro de massa da barra. 


Determinar o momento de inércia da barra do exercício 7 em relação a um eixo perpendicular que: 


(a) passa no ponto médio da barra; (b) passa por uma das extremidades da barra. 
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9. Achar o momento de inércia da barra dos exercícios 1 e 3 para um eixo perpendicular que: 


(a) passa pelo extremo direito; 
` (b) passa pelo extremo esquerdo; 


(c) passa no ponto médio da barra. 


10. Uma barra localizada sobre o eixo dos x tem extremos x = 0 e x = 4. Se a densidade linear é 


dada por p (x) = * determinar a massa € o centro de massa da barra. 


x+ 1 


11. Determinar o momento de inércia da barra do exercício 10 em relação a um eixo perpendicular 
que passa no ponto x = -1. 


12. Determinar a massa e o centro de massa de uma barra que está localizada sobre o eixo dos x, 
com extremos nos pontos x = 0 e x = 1. A densidade linear da barra é dada por p (х) = ех. 


13. Determinar o momento de inércia da barra do exercício 12 em relação a um eixo perpendicular 
que passa pela origem. 


14. Uma barra homogênea mede 3m de comprimento. Se o seu momento de inércia em relação a 
um eixo perpendicular que passa por uma de suas extremidades é 22,5 kg.m?, determinar a 
densidade linear da barra. 


15. Uma mola tem comprimento natural de 10m. Sob um peso de SN, ela se distende 3m. 


(a) Determinar o trabalho realizado para distender a mola de seu comprimento natural até 
25m. 


(b) Determinar o trabalho realizado para distender a mola de 11m a 21m. 


16. Uma força de 12N é necessária para comprimir uma mola de um comprimento natural de 8m 
para um comprimento de 7m. Encontrar o trabalho realizado para comprimir a mola de seu 
comprimento natural para um comprimento de 2m. 


17. Uma mola tem comprimento natural de 12m. Para comprimi-la de seu comprimento natural 
até 9m, usamos uma força de SOON. Determinar o trabalho realizado ao comprimir a mola de 
seu comprimento natural até 5m. 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


25. 


26. 


Um balde pesa SN e contém argila cujo peso é 30N. O balde está no extremo inferior de uma 
corrente de 50m de comprimento, que pesa 5М e está no fundo de um poço. Encontrar o 
trabalho necessário para suspender o balde até a borda do poço. 


Um tanque cilíndrico circular reto de raio 1,2m e altura 3m está cheio de água. Achar o. 
trabalho efetuado para esvaziar o tanque, pela parte superior. 


Um tanque cilíndrico circular reto de 2m de diâmetro e 3m de profundidade está cheio de água 
e deve ser esvaziado pela parte superior. Determinar o trabalho necessário para esvaziar о 
tanque: 


(a) considerando que a água seja deslocada por meio de um êmbolo, partindo da base do 
tanque; 


(b) por bombeamento. 


Um tanque tem a forma de um cone circular reto, de altura 20m e raio da base 102 cm. Se o 
tanque está cheio de água. encontrar o trabalho realizado para bombear a água pelo topo do 
tanque. 


Um reservatório cheio de água é da forma de um paralelepípedo retângulo de 1,40m de 
profundidade, 4m de largura e 8m de comprimento. Encontrar o trabalho necessário para 
bombear a água do reservatório ao nível de Im acima da superfície do mesmo. 


Uma comporta vertical de uma represa tem a forma de um retângulo de base 4m e altura 2m. 
O lado superior da comporta está a 0,5ш abaixo da superfície da água. Calcular a força total 
que essa comporta está sofrendo. 


Um tanque tem a forma de um prisma quadrangular de altura Im. Se o tanque está cheio de 
água e o seu lado da base mede 3m, determinar a força decorrente da pressão da água sobre 
um lado do tanque. 


Uma chapa tem a forma da região delimitada pelas curvas y = xe у = 4. Se esta chapa é imersa 
verticalmente na água, de tal forma que seu lado superior coincide com o nível d'água, 
determinar a força decorrente da pressão da água sobre um lado da chapa. 


Uma chapa retangular de 1m de altura e 2m de largura é imersa verticalmente num líquido, 
sendo que sua base inferior está a 3m da superfície do ача, Determinar a força total 
exercida sobre um lado da chapa, se o líquido pesa 4000 N/m?. 


Nos exercícios de 27 a 30, temos uma comporta de uma represa, colocada verticalmente, com 
a forma indicada. Calcular a força total contra a comporta. 
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27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


Um retângulo com 30m de largura e 10m de altura; nível d'água: 2m acima da base da 
comporta. 


Um trapézio isósceles com 30m de largura no topo, 20m de largura na base e 8m de altura; 
nível d'água: coincide com o topo da comporta. 


Um triángulo isósceles com 16m de largura no topo e 10m de altura; nível d'água: coincide 
com o topo da comporta. 


Um trapézio isósceles com 17m de largura no topo, 9m na base e 5m de altura; nível d'água: 
2m acima da base da comporta. 


O topo de um tanque tem 3m de comprimento e 2m de largura. As extremidades são triângulos 
equiláteros verticais, com um vértice apontando para baixo. Qual é a força total em uma 
extremidade do tanque, quando ele está cheio de um líquido que pesa 12000 Newtons por m*? | 


Uma chapa é limitada pela curva y = > e a reta у = 1, no plano xy, com o eixo dos y 
apontando para cima e suas escalas medidas em metros. A chapa está submersa em óleo, cujo 
peso é 9600 Newtons por m?, com a reta y = 1 sobre a superfície do óleo. Qual é a força do 
óleo em cada lado da chapa? 


Uma lámina tem a forma de um triángulo retángulo de lados 3, 4 e 5m. A lámina está imersa 
verticalmente num líquido, de tal forma que a hipotenusa coincide com o nível do líquido. 
Determinar a força exercida pelo líquido sobre um lado da lâmina, se o peso do líquido é 
6500N/m. 


E 


e 


DAS 


TABELAS 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 


(1) sen? х + cos? x= 1 


(2) 1 + tg? x = sec? x 


(3) 1+ cotg? x = cosec? x 

(4) sen2x = 1/2 (1 — cos 2x) 

(5) cos?x = 1/2 (1 + cos 2x) 

(6) sen2x = 2senx cosx 

(7 senx cosy = 1/2 [sen (x — y) + sen (x + y)] 


(8) senx seny = 1/2 [cos (x — y) — cos (x + y) 


(9) cosx cosy = 1/2 [cos (x — y) + cos (x + y)] 
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TABELA DE DERIVADAS 


Nesta tabela и e у são funções deriváveis de x e c, œ e a são constantes. 


1) y=c>y=0 

(2) y=x=y=1 

(3) SE 
(4) у=и+уәу =u +y 


(5 ysu:voy-u-vtv.w 


O уз -у!-7-5-12-- 


(7) y=4% (а240)-эу--42 1-4 


(8 у=а“ (а»0,аж1)-эу =a" -naw 


(0) y=” sy =u 

(10) у = log u = y’ = log, e 

(1) у= иу’ = I 

2 у= и ж» у’ = у: иі. u’+u”- lnu- v! (и> 0) 


(13) у= sen u  y' = cos u - и 


(14) y2cosu y = – ѕепи и 


2 


(15) y=tgu > y’ = sec“ u - w 


2 


(16) у= cotg u = у = — cosec“ u - u' 


(17) y=secu = у =secu-tgu-u 


"-—. $9. ame && es re: 


(18) 


(49) 
(20) 
(21) 
(22) 
(23) 


(24) 


(25) 
(26) 
(27) 
(28) 
(29) 


(30) 


GI) 
G2) 


G3) 


Tabelas 


y = cosec u = y’ =-cosecu-cotgu-u 
у = arc sen и > y’ = иг 
l-u? 
у = arc cos и > y’ = zu 
p^ x 1-и? 
y = arc tg u > у’ E 
1 + u? \ 
> - 5 -и” 
y = arc cotg u — y? = 2 
1 +u 
у = arc sec u,lul > 1 > у’ = cm >» ul> 1 
lu | Vu? — 1 
у = arc cosec и. lul > 1 — у’ = a > lul> 1 
| ші Vu? —1 
у = ѕепһи = у’ = coshu · u’ 
y = coshu => y? = senhu - и’ 
y =tghu = y’ = sech? u - u’ 
y = cotghu > у’ = —cosech? u - u’ 
у = sechu = y’ = —sechu - tghu - u’ 
у = cosechu = y’ = —cosechu - cotgh u - и’ 
, и' 
у = arg senh и > у’ = 2 
u^ + 1 
; š и? 
y = arg coshu => y? = ——— ги» 
Vi? — 1 
, и’ 
y = arg tgh u > у’ = Ш 


| 
As 
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(34) у = arg cotgh и > y” = 2 , lu! >1 
1-и 
— u’ 
(35) y = arg sech и > y' = —————» 0«ис«1 
u V1 — u? 
—u' 
(36) y = arg cosech и > y” = ———————* и # (0. 
lul N1 + 12 


TABELA DE INTEGRAIS 


Бава Е | 
(2) In lul + C 


+1 
(3) | и® du = #—— + C (а é constante # — D 
(4) Гаа = 22 + с 


(5) | “аи- ёс 

(6) | зеп u du = — cos u + C 
(7) | cos u du = sen u + C 

(8) [su du = m вес ul + C 
(9) | cotg u du = In Isen ul+C 


(0) | cosec u du = Inlcosec u — cotg ul + € 


Tabelas 581 


(1) sec и du =.lnlsec u + tg ul + C 


(12) | sec? u du =tg u + C 


(13) | cosec2 u du = —со u + C 


(15) | соѕес u · cotg u du = —cosec u + C 


| 
| 
| 
РЕ дерд 
) 
| 


(16) | == = arc sen — + C 
Xd _ 2 
du 1 и. 
(17) Е a RETO 
du 1 
08) | — = lac sec + C 
uNu em © 


(19) | senh и du = cosh u + C 

(20) | cosh и du = senh u + С 

(21) | sech? и du = tghu + C 

(22) | cosech? и du = - so и+ С 
(23) | sech u-tghudu- — sech и+ С 


(24) | cosech u - cotgh и du = —cosech u + C 
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(25) | W =m lu + Vu +æ | +C 


Vu? + q? 
du 1 u+a 
2911225 DES Imp + C 
du 1 a + Nd + и? 
(27) = – — ] + C 
[жс а u 


FÓRMULAS DE RECORRÊNCIA 


1 Е п 
(1) | sem и du = — 2 sen" l u cos u + 
i n 


H — 


(2) | cos” u du = 1 cos"-! y sen u + À | cos" -? y du 


(3) fig u du = gl u — | tg? u du 


n-i 


(4) | cog" и du = — : 1 | cotg" ^! y — [ cotg" 2 и du 


I : | 1 

п E 2 n-2 

(5) [se и du = -—— sec” utgu+ р | sec u du 

(6) | cosec” и du = - 2-1 совсс” 2 и cotg и + z2 | cosec" 2 y du 


du. и (u? + alo" 2n — 3 du 
‚ (7) [ c 


(2 +a" 242 (п 1) 2a? (n — (2 + ар! 


MAKRON 
Books 
1. ANTON, Н. — Calculus with Analytic Geometry. John Wiley and Sons, New York, 
1980. 
2. AVILA, С. S. S. - Cálculo Diferencial e Integral. Editora Universidade de 
Brasília, Brasília, 1979. 
3. APOSTOL, Т. М. — Calculus. Wiley International Edition. New York, 1967. 
4. GOLDSTEIN, L. J.; LAY, D. C. e SCHNEIDER, D. I. — Cálculo e suas Aplica- 
: ções. Hemus Livraria Editora Limitada, São Paulo, 1981. 
5. HOFFMAN, L. D. — Cálculo — Um Curso Moderno e suas Aplicações. Livros 
Técnicos e Científicos Editora, Rio de Janeiro, 1983. 
6. KAPLAN, W. e LEWIS, D. J. — Cálculo e Álgebra Linear. Livros Técnicos e 
Científicos Editora Ltda., Rio de Janeiro, 1972. 
7. LANG, S. – Cálculo. Ao Livro Técnico S/A, Rio de Janeiro, 1970. 
8. LEITHOLD, L. — O Cálculo com Geometria Analítica. Editora Harper & Row do 
Brasil Ltda., Sáo Paulo, 1977. 
9. LIMA, E. — Análise Real, Vol. 1. IMPA, CNPq, Rio de Janeiro, 1989. 
10. PISKOUNOV, N. — Cálculo Diferencial e Integral. Lopes da Silva Editora, Porto, 
1982. 
11. ROMANO, R. — Cálculo Diferencial e Integral. Editora Atlas, São Paulo, 1981. 


583 


584 Cálculo A — Funções, Limite, Derivação, Integração 


12. SIMMONS, G. F. — Cálculo com Geometria Analítica. Makron Books/McGraw- 
Hill, São Paulo, 1987. 


13. SPIVAK, M. - Calculus — Cálculo Infinitesimal. Editorial Reverté S/A, Espanha, 
1974. 


14. SWOKOWSKI, E. W. — Cálculo com Geometria Analítica. Makron Books/ 
McGraw-Hill, Sáo Paulo, 1983. 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


CAPÍTULO 1 


SEÇÃO 1.6 


1. a) 


(71/2, +); 


(-өө, 0) U (20/3. +æ); 


[-1, 1/21; 

(ә, -4] U [-1. 1]: 
(75, 3) u (4, +00): 
(2, +00); 

(ә, —1/2); 


(-9/5, 3); 
(4/3, 3); 
(-11/10, 11/8); 


(19, —5); 


ЕТОМ 
< 


W 


(- өө, 68/19); 


(ә, -3) U (2, +00); 


(гөө, 0]; 

(14, 4); 

(=, 2] U {1}; 
[2/3, +œ) v {1/2}. 


1-1/4, 11/12); 
(4/11, 4); 
(8). 


[2/3, 2); 


c) 


с) 


(55/3, 4/3]; 
(=s, 1) U (2, + ә); 


(1, 1) U (1, + =); 


(=, -1] U [1, +) U {0}; 
(-өө, 5) U [13/2, +00); 


(2/5, 8/9); 
1-7/2, 3/4); 


(=, 2/3] U [7/3, +00); 
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d) (=, DU (4, +); e) (-10,-2/3), 
Б) (=>, 5) U (1, +=); h) 19/7, 19]; 
J) C6,-3)0C1. 2); k) (2, 14/3) - (3); 


m) ó; п) $ 


f) €=, 2/3] Ü [10, +); 

i) (==, –5/2] U [3/2, +); 

D (=s,11/7] B, +00) — {1/2}; 
o) [-3/2, 0]; 


р) (—, -2) V (2/3, + оо), 4) 1-2, 4] = {—1, 3); г) (0, +00); 
8) (==, 7/2] U [-1/6, +00). 
CAPÍTULO 2 
SEÇÃO 2.10 
| icc. х2 — 4х 15 fA 
Laos DOG 0—5: 9%, Our dec 
-263 1 9x — 7 —227 + 38t — 88 
2. —, b) + ; ; 
) og ) Оа. ss D as — 28 
20 | 
€) ДОР Р 117. 
; | 1-х ,2x+7 
3. 3;-1/2;2 5. 2a+2+h Me 
10. а) 4n x^; b) 62; с) w + 22. 1. 2 N16- 2 
12. а) 9:3:3: b) [2,8]; c) 42 -16t 7; [-7/2, -A/2]; d) 9:3. 
13. а) К; b) 1-2, 2]; c) R- (4); d) [2, +°°); 
e) (~, 1] u [3, +00); D I3 5) К; h) К-{а}; 
ü [-5,2]; Л Cs, -1) U (0, +); k) R — {0}; D (0, +). 
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16. -6 18. 4x 21; 4x? — 28x + 49 ; 4x 14 

19. a) x? b) Nx с) bx- d) +(2- 3х + 5) 
5х3, x < 0 

20. 2 e —3 ; —2 e 9 22. /,80)-1-3, O < x < 2 
к х > 2 

23. ix ; — Nx 24. 2x-3 ; -2x + 3 25. x- 1 


SECÀO 2.16 


1 7 

5. 1463) - 3 х + 3 

6. a) par b) ímpar c) não é par nem ímpar d) par 
e) par Р ímpar 8) não é par nem ímpar h) par 
i) ímpar D ímpar 

30. а) [-1/3,1] b) 1<x<100 c) U шан 

nez 

CAPÍTULO 3 . 

SEÇÃO 3.6 

l a) lr У ск  d-V di 093. 

2. a) 0, DO  oQO — ds 

3. аа 0 bo c) 0 d) +, e) — Л) + 
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5. а) +оо. b) 1/2 - c) А: d) 1/2: e) —o 
8. 0,005 9. 0,166... 10.01 11. 1 12. 0,75 
15. 3 16. 8 17. 9 18. 8 19. 27 
20. 4096 - 21. 6/5 22. 5/4 23. 2 24. 5 
3 3 T 
25. —1 | 26. 9/2 27. NM 28. \23? 29. 22-1 
4 
30. x 31. 2 32. e^ + 16 зз. N7/3 34. sena 2 
SEÇÃO 3.8 
L a 27 b) 27 с) 2 d) 8 J. ps 
2. 4 3. a) 0^ b) 0 с) 07 
4 а) 2 b) 2 с) 2 5. b) 1,-1е# 7. = rx 
2 | | | Pu 
9. a) —1 b) 1º c) 0- d) — е) 8 po g) 0 hj 0 
10. a) 5 b) 10 c) 0: d) 10. e) 0 
SEÇÃO 3.10 
1. a) 12. b) -1⁄4 ` c) 8/3 d) 17 e) -1/9 Р 12 
i ¿ap 3. 0 4528 s. 772 6 а+1/ 
7.17 8. —4/5. 9. 2 10. 4 11. 1/8. 
12. 32 13. 8. 14. 3/10 15. b/2a 16. 1/2 
3 
17. -1 | 18. 1/12 19. -1/2 20. bla 1.1/3 Vaz 


22. 4/3 23. 1/9 24. -1/3 25. 1 


SEÇÃO 3.13 


1. 


38. 


$ЕСАО 3.15 


1. 
6. 


п. 
16. 


21. In 10 


26. 


1. b) c) d) e) D são contínuas; 


0 
0 
. V2 


. +o 


a) 


+оо 


-—оо 


. +оо 


+оо 


9 

1/8 
27 
1/e 


a 


SEÇÃO 3.17 


c) À 


b) 1 


b) xe (3,6) 


c) 2 


c) x = — 


. 251n5 


a) f) g) h) j) não são contínuas 


d-3e-2 0 


) 3 
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+оо 


6. 0 


b) O 


H. +00 | 


16,1 
(C 


21. 10/3. 


26. +00 
31. +00 
36. -с 


6 


8) 1 


h) 3 


. —h1/n 


E *2kn жы pe Rem Я 
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CAPÍTULO 4 


SEÇÃO 4.6 


1. a) 
b) 
с) 


2x-y-2=0;y=-_1;2%x-y-a-1=0 
5x+y-5=0;x-y+2=0 

8х + 4y +3 = 0; (ба – 5) х– y – За2 = 0 

9х +у-6= 0; х+ 9у-6 = 0 


х+ (2+ а? у+4+а= 0; х+ (4-ађу- 8 +а= 0 


р х= 0; х- 33 у+3 = 0; х–- Ха у+а= 0 
2. а) х+2у-1=0; х= 0; х+ 2ау 2а +а= 0 
b) x-Sy+51=0;x+y-6=0 
c) x -2y -4-0;x- (S – 6a) y - 18d? + 45a? — 26а = 0 
d) 3x-21y + 80 = 0; 27x - Зу - 80-0 
е) Q«a?x-Q«a)yy*2Q «af-120;(4-aP x-(4-a)y-4(4-af «1-0 
р у= 0; УЗ х+у- 5 ү3 = 0; Ха х+у-– 2 а – а а = 0 
3. 4х+ 4y - 5 = 0 4. бх+у+3= 0; х – бу + 56 = 0 


5. 343х-343у-343-2-0:34х-343 у- 33 +2 = 0 


е) 


4 b) 8 с) -1 d) -1 e) 2/15 
1 | -4 
-8 b) 4х-1 = =. = = 
И D (x + 22 a (x + 3)? 
E 1 4 1 
(2х — 1) 2x - 1 3 Va + 32 


к —1 хэй 2 -4 
| | | Ө желй ког. 
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42 — 82 +4x-1 —1—8х (x — 1)? —4х 
е) ET Р e - 17 8) d: 
11. a) (3/4, +) b) (=o, 3/4) 
SEÇÃO 4.9 
1. fG9=2;f'3)=-2 2. f'A 22;f'0)21 
3. /(-2)-2:/(-2)--2 4. f'C1520;f'71)22;f'0) 22;f'0)20 


5 f'C27) 20;f'C2)24;f'0)022;f'2)20 


2х, se kd < 1, 
6. b) é contínua с)2:-2:2:-2 d f'(x) = 1 
-2x ,sebd>1, 0-8 -(1,1) 


SEÇÃO 4.11 
1. 27r 2. 6x+6 3. 2aw 
4. ЕЛ 5. 18x? + бх + 12 6. 14x + 27 
2x 
7. —27xŠ + 30х + 4х3 220 5 9. 2х 
(5x — 3) 


^10 (s? — 1) (8s — 1) (1052 + 2) 3 (s? — 1) (553 + 25) + 2s (3s — 1) (55 + 25) 


1. 7 Qa x + b) 12. 24i + 8а u + 2a ji 54 5 
(3x — 1) 
i. A 16 Etana 
(t + 1) (t — 1) P-4+4 
1б, -2 + 8х — 5 —24 Ээ” GÓ + 272 + 36x + 12 


18. 
(5 — y ° (2х — 2)? (x + 2? 


592 Cálculo A — Funções, Limite, Derivação, Integração 


1090 2005 duh n i.e 22.20 — 1? 

(t — b) x x х! 

24. А-В-1/2 | 25. 4t+1 26. 11х+49у+4=0 

27. x + 64y — 1026 = 0 “Бат awu Dia Sa 
29. (2, 2/3) ; (1, 5/6) 2 30. a=3;b=2 

SEÇÃO 4.15 

1. 100 (33? + 7x – 3? (6x + 7) | 2. 10 qo + 6% (52 — 9x *) 

3. 3 ox + ax (2Ьх + a) 4. 603% + GP (x + 1) + 2. 


x 
5. (72 + 606 (3: — 19 [12 (72 + 60) + 7 (Gt — 1) (141 + 6)] 


3t + 1} (- 142 - 4t + 21) 


6. (5х – DŠ (3x – 1? (135x — 48 7. 
(5x — 2)Ў (3x — 1)? (135x — 48) oy gy 
1 1 4 (x + 1) 
8. 8Qx – 5) — 22 9. 
(+12 24 Ma? + 6x — 2 


11 3x — 2 
` (3x – 1) Bx- 1 


10. — - (42 — 5t + 2) ^? (8r — 5) 


12. - t xb (Зх + 1y 9? + 7х (3x + 1): 1^ +5 xp ve 


-3 


2 б 1 
13. 14. 1225 + 6+7 (x + 1 15. — — e-* 
2(@ — 1⁄2 (ər + 1)1⁄2 y E 3 ° 
x In 2x 
e 3⁄2 + бх А 2 112 
16. -| | 17.2 6(x + 1) In2 is. EE 
E -? Ё 
19. 6 [0752 + 65 — 1)2 (75 + 3) — e 35] 20. 28 e S À 


> 2 


— гі 


кл 


ONA. о авй 


21. 


31. 


32. 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


42. 


43. 


45. 
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12 e+1 _ I o2 
e? ORË + 9/21 + 5) 22. E 23. 52 ов e 
2 log, e 
Sbc — a 83 7x 
e 252 qn + D 26. 223 
-х-2 2 
DOT 28. аз 
3 (Ina) a™ — а? (6x — 6) In b 42 a а\ 1 
pé — бх "ib b 2Nt 
U(t + DL In Qr + D) + 20r e 1Y 2 (2 — 1) 
2 de 2 1 | 2 482122 
(e* + 4) In (€ + 4) z + 2х\х (Z + 4) ех 
In (a + bs) 
b(a + bs) In (a + bs) 34. 2 cos (2x + 4) 
a + bs 
sen E z 3 | 36. —2 sen (20? — 30 + 1) (40 — 3) 


4 cos 02 cos20 — 40 sen 20 sen 02 38. -sen 2а 


3 sen? (3х2 + бх) соѕ ax + 6x) (6x + 6) 40. 0 


6 se? (2x + 1) + E 
-16 (2s — 3) cotg? Qs — зу. cosec? (2s — 3)2 
бх sec? x tgx — 3 sec? x 44 -2 cosx 
x ` sem х 
e?* (2 E Зх — 3 sen Зх) jg CORUS Эив D 


e 


64. 


66. 


68. 


69. 


71. 
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47. 6 8? cosec? ӨЗ. cotg e? 48. 
—ab sen bx 
49. — ———— 50. 
2 Ncos bx 
51. 212 sec? и tgu + 2u tg? u 52. 
53. —aS°tg9 ша соѕес Ө 54. 
2 arc sen x 
‚55, ————— 56. 
4-z 
57. ERIT 83 + arc cos 3t 58. 
1 — 9 
59. —1 60. 
61 m 62 
` 2x Vx — 1 : 
63. -28 


+ 2t arc cosec (21 + 
2t + 31 NQre 32 - 1 
2t tgh (2-1) 


161 (42 — 3) sech? (42 — 3)? 


-sech (In x) tgh (In x) 


arg cosh x 


65. 


67. 


3 
: | cotgh 2 70. 


72. 


x 
sen = 


3 X x 3 X 
— sen” = COS = + cos 2 2 


2 2 2 
—2tgt 


3 + 2sen 2x |, 2 
3x — cos2x & 


— 4 sen 2t с2008 2t 


E 


Vo _ 42 


СА а Са — arc sen É 
(s + 1? 2 


4 - 52 


A 
№22 + 2 


2 cosh (2x - 1) 
3) 


x cotghx — In (senhx) 


2 


— (t + 1) cosecl? (t + 1)? 


Ncotgh (t + 12 
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— (x + 1) _ 2x arg cosh 2 
73. + arg cotgh x? ТА. — == + arg ѕесһ 2х 75. 
1-Х x Vi — 42 | БОР 
-1 ,х <0 4 265-1 y> 1/2 
76. а) f'@) = b) c) РО) = 
4x – 3 1-2 
—e* x >0 š -2е %,x< 1/2 
77. —1 78. 3+28 79. 1-х 
ma 52531) tez bkm,keZz 
SEÇÃO 4.20 
1 у= 0 2 y" = 6a 3 y09 29 
> -3 j 24 зээ 2x + 1 
4. у” = == 5 y” = ——— 6. y” =8e 
? (3 — 22) Уз – = z (x — PP 
i _ 1 sed vii 7 
7. y" 2 — 8 y" = — 9. у" =-a' cos ax 
ех 
10. y = те sen 2 11. y " = 2 sec x + 4 sec? x tg? x 
— 2х 
12. y”  ———— 13. a) sen x b) cos x 
4 (1 + x» 
18. a) ze b) — 3⁄2 — 2xy c) cr d) Ly 
y x» + 2у х Зху? + 4у + 1 
1 
e) -1 — A ) 
4 sec? y — x 3 e-i 


19. retas tangentes: х-ЧЗу-2-0ех-43у-2-0 
retas normais: Үхжу-213-06343х-у-2343-0 
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21. (1/8; — 1/16) 23. a) 3 t,t>0 b) — cotg 2t, te (0, 1/2) 


c) —4/3cotgt,te (m, 2л) d) -tgt,te (-71/2,0) е) 3 P,te R 


fr. -tgt,te (0, л/2) O (12,m) 


24. 2y + Зх - 602 = 0 25. 243 x 2у + У = 0; х+ 3 у- 1 = 0. 


2Ах Ах — 3 Ах 


3 Ах 


26. а) 3 (Ax 


ra a E Cos DO nO 


27. a) —0,000998 ; -0,001 b) -0,118 ; -0,12 c) -0,078 ; 0,075 

28. a) 7,071 b) 3,9895 c) 1,906 

Э0:2у 5 др b) — ах c) 10x cos (532 + 6) dx 
3⁄2 — 4x e : 

32. 60000 cm? 33. 0,0044209 34. 11,3097 cm? 

35. + 24.000 m? 36. 2,5%. 


CAPÍTULO 5 


SEÇÃO 5.3 
1. a) 16+2b+hm/s b) 22,1 m/s ; 22,01 m/s ; 22,001 m/s 
d) 22 m/s e) 2 m/s? 
=b 2b 
2. a) 4 +c b) E 


c) 16 + 2t m/s 


3. а)-16т ЁР) 3m/s; 0 m/s ; -9 m/s ; 24 m/s c) 0 m/s? ; —6 m/s? ; -12 m/s? ; -18 m/s? 


4. -4,9 m; -9,8 m/s e -19,6 m; -19,6 m/s 


T —á— 
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5. a) 54 gramas/dia b) 545g c) 24,4 gramas/dia 
6. —5,444 ...'C/hora 7. -с/100 cm3/kgf/cm3 
8. a) 6 horas b) 17.500 l/hora c) 10.000 l/hora 
9. a) f(t) = 4500 + 1550; b) 1.550,00/ano 
c) 25,696 а Tenderá para zero. 
10. a) 0,8 milhares de pessoas/ano b) 0,068 milhares de pessoas 
11. 1/12 12. 4,875 1/hora 
1 d^ 2 3 
13. — m/hora ; 10x horas 14. — m^; 6 V3 m/s 
л ҮЗ 
4 x r 3 2 
15. a) T gà b) 1.066 x m"/s 16. a) 15 УЗ cm^/s b) 7,5 cm/s 
3 
17. 18 unidades/min 18. 119,09 km/hora 19. 1,45 m/s 20. E 
SEÇÃO 5.11 
1. a) Уб c) E d) — 23 e) arc sen 2/x 
g) arc sec 2/Vx h) no 3. 0;-2;2 
5. a) 3; Ь) 3/2; с) 1; d) -1, е) 0; Da; g) 0:-3, 
л n Зл pue 
h) 2*n,K€Z i kx,k€Z 77, tkx,k e€ Z, k) 0; 
D 0;3;-3; m) 8, n) 3⁄2; o) 0. 
6. a) (— +0) crescente b) (=x, +0) decrescente 


c) [-1, +0) crescente ; (-о,-1| decrescente 


d) (=o, —2] U [2/3, +œ) crescente ; [-2, 2/3] decrescente 
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е) (=œ , —V7/3] U [N7/3, +00) crescente ; [- 17/3 , 7/3] decrescente 


p [F кап, азак. ne Z decrescente; 


E лан нө Z crescente 
8) (=>, +œ) crescente Л) (-св, +00) decrescente 
i) (=>, +1] crescente ; [1, +œ) decrescente 

j (—9,0] u [2, +œ) crescente ; (0, 1) u (1, 2] decrescente 


К) (—s,-—1] U [1, +æ) crescente ; [-1, 0) U (0, 1] decrescente 


D E i U E : 24 crescente ; E ; а decrescente 


7. a) 7;—5 b) 5:-4 c) 22 ; 13/4 d) 100 ; — 4/27 e) 1/2;-12 р2;0 


2 —2 | 
— h) tgh2;tgh-2 — D1;-1  — j1;0 k) 0;-1 
9. a) 24:37 b) 2;4 c) —7;1 d) 3:1 57 
e) A;0 p 8;0 g 4,3 h) 8; -3/2 
D 2;-2 Do -1+УХ5;—-1—У5 k) 2 ; 4/5 D 64/5; 0 
11. 29-3; Б = 3 12. a é qualquer real ; b = 3а ; с = 0; d é qualquer real ` | 


14. а) (5/3, f (5/3)) ; (~, 5/3) côncava para cima; (5/3, +00) cóncava para baixo 
b) (3/3,f (-1/3); (2, f (2); (—е°, 1/3) U (2, +œ) côncava para cima; 4 
(-1/3, 2) côncava para baixo 
C) A; (4, +œ) cóncava para сіта; (—ee, 4) côncava para baixo 


d) (2/3,f(2/3)); (2/3, +œ) cóncava para cima; (—o, 2/3) cóncava para baixo | 
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e) (2542 , f(2 + N32); o, -2 — N2) U (2 + V2 , + ә) cóncava para cima; 
(-2 — 2, —2 + N2) côncava рага baixo 

f 395;(-,-e) cóncava para baixo 

g) (6,7 (—6)) ; (-6, +) côncava para cima; (—ee, —6) cóncava para baixo 

h) (л, (m); (0, л) cóncava para cima; (л, 21) côncava para baixo 

i) A; (=, 1) cóncava para baixo 


p (2,0); (==, 2) cóncava para cima; (2, +00) côncava para baixo 


15. а) у-0 b) у= 0; х= –2 с) у= 0; х=2;х=1 
d у-0,х-3,х--4 е) у= 0; х=–4 f a у= 0;х=3 
8) х= +4 А) у= +1;х=3; х= 4. i у= 1; х= 0 
D y=-l k) х= 0 


SEÇÃO 5.13 


1. а) 1° pedaço 2º pedaço 


4-1” 4-7 


? : l 
b) Deve-se fazer somente um círculo de raio эл 


hu 


(l.1)0u(+1,-1) 3. 67 dias 4. 35;35 5 а/6 


3 3 
6. raio da base VA ; altura 4 
2n | T 


7. 8 km do encontro da canalização / com a perpendicular que passa por 4. 
8. quadrado de lado ^288 cm 
9. (132,0 : 42: equação da tangente pedida é y + V2x-2=0 


1. 1/3 da altura do cone dado 12. (1,2) 13. 22,01 cm x 26,91 cm 
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14. base 0,88 m ; altura 0,44 m 15. 7/4 16. 84,56 km da cidade 
100 
17. V8 m 18. Зх + 4y – 24 = 0 19. а= 100 т; r= т 
. | 2 2R- 

20. raio da base 7/3 m ; altura 2 m 21. 1000 22. raio 3 R; altura i 
23. а = 088, p= 1045 24. 2m x ÉP х em “25. 4,5 cm x 6 cm 
SEÇÃO 5.15 
1. 0 9- 21 3. 6/5 4. ә 5. -11/26 
6. -1/6 7. 0 8. 5⁄2 9: +0 10. —1/2 
ll. +00 12. 0 13.1 14. +00 15. со 
16.1 17. o 18. 0 19. -1 20. 1 
21. 1 22. 0 23. 1/2 24. 1 25. 0 
26. 0 27. 1/12 28. e? 29. 1 30. 1/e 
31. 1 32. л 33. 1 34. o 35. 1 
36. 1/е9 37. 1 38. 1/5 39. 1 40. e? 
41. 1 42. = 43. e? 
SECAO 5.17 

x x  senhz 
2o Qu 035598 ыш х 

3 4.. NET 
by situe Ue [16 вес z tg z + 8 sec? z tg? z] (x n) 
3 4! 
1 1 ах. d: euis 1 4 
E = 22 22 =» : er 2521 
tas od) da ted) ‚тезү м (x — 1) 
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4 = 
d 1-2+ 2 ; 300 (1602 — 120z - 3225) х? 3. -0,6822 ; | R, (0, 5) I < 02 
1 2 1 4 1 6 Sr ST 
. Zx- – == (x- шад (х-л); — |= – 0, ; | R, |— || <0,00002 
4 y T) 24 (3-1) + 220 (х-л); cos | 6 0,8660331; 6| 6 
7. a) À b) 5/12 é ponto de mínimo c) 4 é ponto de mínimo d) À 


e) О é ponto de máximo; + 2/N3 são pontos de mínimo 


f -5 é ponto de máximo; 5 é ponto de mínimo 


CAPÍTULO 6 


SEÇÃO 6.2 
П. х-асірх+с 12 х-14 | 13. sec x+ c 
14. Загсзепх+с 15. 2 arc sec x+ c л 85 Msg -ombl-Lre 
15,232 | 2 
17. , € iris + Intl + c 18. -cos0 +c г 19. 2cosh x+ c 
O S. ESA 3 uus -3 
= += = 2 = 21. 52 — | 
20. + ç Ë а EFIE 1274 +c = Sin ix] + c 
x 
2! Р 1 
22. — — V2 el + senh t + с 23. senx+tgx+c 24. — arc tg x + с 
In 2 a 
7 : 
25. x — 2 arc tg x + c За A 27. disc 2 лд 
2 5 22 
28. > Inkl ec 29. tgx * c 30.5 223 хєс 
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21n kl + c, елп = 
Ё 3 s3, A 1 
31. Же | A To 
= EDU 645m 
33. Эх ей 2x 34. -1+х-0 ss 202-2 $6. cos xu] 


SEÇÃO 6.4 

L lQgem-3!94c 2. Le-te 3 3 2 5 + с 
22 24 8 

4. S 4-329 +ç 5. EU 20V + ç 6. 2 (е2 + 23 + c 

7. in(é + 4) + c 8. «dA Esc 9. EX 

10, EX g П. р вех + с 12. 2Inlcosxl-Sx+c 
1 1 -1 

13. > sen 26" + c 14. | зов à + с 15. — cos (58 — л) + c 

16: Qe aen dep i PR е Яй Башак 2 

4 > ЙГ 8 ТА 
1 3 ...4⁄3 2 

19. +c 20. = sen”? 0 + c 21. (ln x) +c 
2-y 4 

22, 01. Фах, у. 23. 5 GP + 102 + c 24. 5 arc tg 7955/9 ү, 
3. x+ 3 =D 1 

25. 2 In ҮЛ а ca c 26. + асі + c 

27:23:33 ажаа 28. É 


5 tc 
2 - Ух + 3 In 3x 


Respostas dos exercícios 603 


-1 2 l x? 
29. 4 cos 4x + x + c 30. 5 + с 31. ¿e + с 
4125 p 33. Inl Intl «c 34. — (р _ 2332 + с 
241 3 
35. 12 (22 + 25 + c 36 142 + 5 + c 37. 1513-2261 ае 
-1 2 I 4 2 2 
38. rate 39. = (1+2) 41-х — = (1+5) Nl+x + = (14x) Мі +х +c 
2(1 +W) 7 5 3 
а д 1 8 3⁄2 
40. € + с Эг 41. 2 sen + c 42. >; (6% + 5) +c 
43. À (sen 2922 + c 44, 1 tg (Sx + 3) + c défi ie 
#3 ` 5 ` 2 (5 — cos Ө)? 

46. In 1 sen z | + c a. E + с 48. 2 sen Vx + c 
2 b 8 = 4 
49. ç (t — 4) PRA qe VES р 50. == cos 2 + x tc 

SEÇÃO 6.6 
SÉ cuiu RM NE 
1. 5 cos Эх + 35 sen 5x + c 2. (х-) (1 3 20) 
4 
e |, _ 1 (x * 1) 1 
3 « | ‚|+ 4 2 sen 2х + y cos 2x +С 
EM 3 
5. ЗЕЕ 6. cos? х sen x + E +с 


2 x x 2 4 
7. сан 8. qx x шх ох + c 
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1 1 
9. – 2 cosecx cotg x + 2 in | cosecx — cotg x | + с 
2х 2 
10. — sen ах + < cos ах – — sen ах + с 
а 


а? a 


11. —xcotg x + Ini senxl1 +c 12. x arc cotg 2x + i In (1 + 42) + c 


1 


21 


ec. —cos bx + sen bx +c 14. 
a“ + b b 


Хах + b [In (ax + b) — 2] + c 


15 Laa „е 240 NIIS 


E 

16. x [n 2x 3 In? 2x + 61n2x —6] +c 17. x arc tg a x -z а (1 + а) + c 
x 3 3x 3 

18. — 4 cos 4x + Тє 5 sen 4х +3) cos 4x — 12д sen 4x + c 

22 х 1 x 

19. xe* +c 20.—|inx-4|*c 216 [2 -2x 42] + c 

22. x arc sen + V4 - X + c 23. (x - D tg x +]n | cos x] + c 
Alar 3 a е! 1 

CIE sen 4x + e cosáx | + c 25. +1 lnx- 771 + с 

ОСИ 27. х № (х + N1 + 2) - j1+ x «c 
x 1 1 | 2 |x 

28. arc tg x — > x+ ac tg x + c з d A tc 


30. [d + х son 2e + 3 cos 2х |+ с 31. e“ [L + Ax + 5] + c 


Respostas dos exercícios 605 


32.2 x( +1) Nx + + EEG 
33. > x cos (ш х) + x sen (In x) + c 34. x arc cos x - V1 - 2 + c 
35. - [sec x tgx + In | secx + tgxl ] + с 36. — 1 ех + еМ + с 
SEÇÃO 6.10 
23 
1. (a) 8 (b) 3 (c) .—1/6 (d) 43 
3. — 3 E vt 1 5. (a) positivo; (b) nulo; (c) positivo; (d) negativo. 
6. (а) Ух +4 ` 1 1 a (c) 0 sen 0 
y + 9 
7. (а) 9 (b) 4 (с) 2 (d) -1/2 (е) 4 (p 4 
11. (а) 15; 20 (b) 0; 192 (с) 0; 9 (d) 0; 720 
81 31 844 
12. 10 13. 48 14. 160 15. 5 
16. 2/3 17. 0 18. == 22 [N5-2] 19.4 
17 
20. 25 21. 4 22. 4 1n 3 23. 2/15 
26 5 116 x 
24. 3 25. 36 26. 15 27. 4 
28. 2 29. 2 30. 27 8 35 31.2. -512 


32. 21n 2 — 3/4 33. 9/2 34. – — 36. (a) 0 (b) 0 (c) 16 
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SEÇÃO 6.12 _— 
E x 3 " 
1. 2 2. 4/3 am SB S 4. 48 
НӨ ахин 

32 
Bm 6. 1/6 7. 115/6 ` 8. 1/2 
9. e-1 10. 1/2 11. 8122-3 12. e*-5 

1 1|л_ 

13. 8 14. 8 ieas 21 2| 
17. e – 3/2 18. n (n2 + 8л — 8) 19. 32/3 

43 Sm 
Wa 21. In 12 22. 4/3 23. 72 
24, 125 25.2|]8- | 26.1 27. 4 [e — 1/e] 

6 In 2 
28. 7/3 29. е-3/2 30. 1n 2; 16(1 + 2 In 2) 
CAPITULO 7 

z L 

SEÇÃO 7.4 
1. -2cos Vx + c 2. sen (sen x) + c | 3. -2 cos x+ c 
4. > In sec @2 + Di ec 5. -Inlsenl/xl+c 
6. Inlsec(x +1) +tg (x +])] +c 7. = cos (wr + 8) + c 


8. 2 In | cosec x? — cotg x? | +c 9. Inlsec(senx)l+c 


Respostas dos exercícios 607 


10. - 2 cos (2x + 1) + ç cos Qx + D +c 


11. 5 sen (3 — 3x) + E sen? (3 — 3x) - T зеп? (3-3) + c 


12. — 1 se б? - 1) cos 62 — 1)- у sen (2 - 1) соз G2 1) +$ G2- D) + c 
13, lg 41 sen 2265-2) + с 1471 co A 99 dic 
`4 8 ` 10 14 
18. — L sent 529) 3L. sent (= 28) Ес 16. sen ET. 
` £ 12 ` 20 
1 1 4 
17. 2 tg? (In Ө) + In |соѕ (90) | + c 18. 4 Sen x+c 
LA ARE 3 
19. 4 cos” x senx + 8 cosx senx + 8 x+c 
1 3 1 
20. tg x tex tx c 21.5 tg x ec 
22. —15 cos x + 10 cos? x — 3 cos? x + c 23. S sen! x -3 sen? x+ c 


5 


24. 2 cos” x sen x — 8 co? x sen x + 3 sen x cos x + 3x + c 


Jb nodum Jus 5 3 

25. 18 cos” 3x sen 3x + 72 cos” 3x sen 3x + 48 cos 3x sen 3x + 16 x+c 
3 —1 1 1 

26. сої@?х+с 27. ig Cos 8x + + Cos 2х + c 28. 5 Б 5х -x +c 

1 1 -1 1 
29. — — — ; 
9 2 t cos Ө 4, 50 Qwt + 0) + c 30 52-71: 
31. q f - зу sen 4 + c 32. 182 2-1 + Ја Icos үх2-1 |+c 


33. - : sec (1 — 4x) tg (1 — 4x) — n In | sec(1 — 4х) + tg(1 — 4x) Í + c 
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34. > cotg(3 — 2x) + é cotg? (3 – 2х) + c 35. – £ соц (2-1) + c 
38. 2ua 39. 8u.a до 5.7 T 518 
4 .а. А . а. Е 4 2 2 . d. 
5 5 4 
41. TEM 42. 16 ^ “8 43. 3 ц.а. 
44. 1 па: as 1 №2-5 |, 
5 x 
46. 1 arc sen $ + c “(1866 -966 
as. L (1-4) NL a + 3. aro sen 21621 VILAR + c 


x х = x х0) м4 2 " 
4 


49. 2 T 
9 arc sen > 2 


50. š М2 + 3y - 02 + 3) + c 


-541+22 231+ 2 QUEM E 
dM ИНЖ EQ "PILLS tc 


52. Ex (2+1) ү + 1 +25 x1 +5 +D Va? +1 +21 | vê + 1 +x|+o 


53. i ( + 16) ЧЁ + 16 — 2 (P + 16) NP + 16 + 256 NP +1 16 +c 


54. Inl NV? + 1 + ë| + C 55. СЕСЕ 
56, ae [S] + с | 57. 2 -1 + а |x e NZ - 1| «c 
s8. Im [xs Xd - 1| - e s cur Vra, E, 
{ 


60. 


62 


63 


65. 


66. 


67. 


- Respostas dos exercícios 


-N4-P+arcsent+c 61. 


2 
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34924143 ш | +1 +3х| +с 


‚Уд + ох € 2In |x+1 + 2 + 2х | +c 


. 2 arc sen > 


2 


№ | 


68. = 


71. 


SEÇÃO 7.6 


X X 


VIA 


+ 


2 + с 


MA a messe 


1. х2 2х + 2 1а |х +1] tc 


64. 2 


x N+ ex elg + iex [ec 


-csx-lx Vi [+ +c 


x NX] -4 


i | 
70. yg СЇ? +2 5) 


mx 2 ә = = 
то ie ado essa do) ds 


3 1 1 
P lx=1] + llar ld 


2 


xT74À1n lx- 11 - —— ec 
x 


Л х-2 
х-1 


2 
+ 
| X 


-2 |+ N2-4| «c 


2 1 3 

2. dme тш Їхж21| +c 
zu tc 
"a 
х-2 1 2 

6 3а еты х – 3 

1 х-4 1 
8 16 18 Р Ea re 
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9. Cos lin + D +a tgx+ c MS 
1. m]2-x+1|+ que сн +c 

12. m|z+2|- 2 n |2 - 2x4 + arc tg р + c 

13. A E "e E am tg UT +c 


14. 


15. 


16. 


17. 


19. 


20. 


22. 


23. 


25. 


1 5 N3 2x — 1 x+1 
In |x] - — In Z х+1| + — act + +c 
2 | | 9 5-4 3(32-х41) 


4 | 68 16 
&+glnlx+1il-4nla+2 + а lx-2| -7g — ee 
1 1 1 2 E 
355109 85 -h ES tc 
Alle tem. +c ig aaa des due 
9 2 3 2 
5 1 
х+2 а (х- 11-3 а | +х+1| +c 
1 1 х-1 1 
= In (2 + 2) + +c 21. In +— 
2 2+2 x x-1 2(x-1) 
1 1 1 ipd 
4|x+1 x-i 
Зар 45-55 0 аа ОШЄВОБЁ 
х-1 2 
4 1 3 1 
3 In 2 u.a. 26. 2 E tg 2 - ac tg й 1 ц.а. 
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2 3 Үз. 2 2 
х 205 — | u.a. 28. | — tg — + 7, | ца. 
27 ELILEJE ОЛС 
SEÇÃO 7.9 
1 buc. uu pr amara 2. In tg $e 1| +c 
Е PS ; # 2 
x 
tg = +3 
1 x 1 2 
3. In tg 4 a мд ы + с 
52 
ве 
5 шин 32 +c EE e 
` 2 Ely to E 
52 
7. -21n tg 2 IE - еЦ Є ӨӨ 
g5,-1 
N2 3. te x +1 
8 zd 240 E 
2t — 1 Ex 2t— 1 
9. - are (4 2 КЕС 2 Jte 
24241 1 6 5-1 | 
10 t + 11 In 
үр arc tg F с E +c 
tg > +3 
2 
| tg E142 
Ө Ө 1 2 
12. — tg > + 2 arc tg tg 2 +c кыласы + с 
ш7-1-\2 
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38. eg Р 
14. + агс ї — 2 +c 15. 213 na 
da Ë | ig Peg em. 
243 2 NI 
16. g Tua 17. – з arc tg 3 (3-2) tc 
1 V + 45 +9-x-7 2 V4 + х 3 – 2х 
18. > In +c 19. з arc tg : +c 
3 320722 | 3 Үз. 
+4х+9-х-1 


> 


20. -in |1-2N ++ Z +2x| «c 21. Lg 


2 


242 (N24 xx – N2) 
X 


22. 


шинж ин 


+e 23. arc tg | 2 


— 1 1 
Vat -x A 


1 VI+x+x£-x+l1 ` 3 
24. In — + с 
Хі +х+22 -x-1 2 (М1 +х+2а2 -х +1) 


x+ 1+ №2 + 3х + 2 
x+1- М2 + 3х + 2 


25. In 


26. — In | 2 + 20-3 - x - 1| +c 


27. arc tg (2 2 + x - 2x 1) + c 28. In |2- Ned + 12x + 5 +3x|+c 


„12 №? xX- x + 5/4 – 2х - 1 
DAR x + 5/4 — 2x + 3 


29. 


E Aa X*x-3-x +c 
“as e з 


31. 


1 


1 
2 42 +2ух—х-—-1 


эъ 2 are | E 


CAPÍTULO 8 


SEÇÃO 8.4 


1. 4 N26 uc. 


3. 12u.c. 


12. (54 N2 – 17 N17 ) uc. 
2 

15. | Vl + 4х- dx 
0 
2 

18. 1 №1 + e” ах 


2x 
21. j VI + 9cos 3x dx 
0 


24.2 x uc. 


Respostas dos exercícios 


Bon ft, 


A 
27 


8 
10. > (10410 — 1) u.c. 


80 V10 —13 N13 a 


ы: 27 
$ Nt + 1 
16. 1 > Ak 
1 g 
4 


ы 
19. Ї VA +8x+5 dx 


E 
22. > (85485 — 13413) ны? 


+; 2 +2x- 3) - 2 |2+2x-x-1| +e 


| 9 223 + 43/2 _ 13 13 | uc. 


123 


5. 32 u.c 
1, 3 

8. 1+5 а uc. 

1 
п. = (37 437 — 1) uc. 
14. É (10 410 - 1) uc 
T. ©. 
КАШ pex 

-242 1 + y 


23. 8 u.c. 


—— F 


PRETEST 


2 ШЭЭС 


613 
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26. 2 У10 u.c. 


27. 5 (S V8 — 1) uc. 
29. т u.c. 30. 24 u.c. 
32. 2 mue 33. 5 лиа. 
35. £ u.a. 36. Ei — d u.a. 
зв. [2-5 5) ua 39. 7 x u.a. 
41. 6 x u.a. 42. 3x K^ ua. 
SEÇÃO 8.7 
1 | u.v Az Tuy. 3 as x u.v. 
5 2 aus (4-3) u.v. 
8 = x uv зк u.v. 10. > zx? uv 
12. E л U.V. 13. =. 7 u.v 14. E л иу. 
16. = лоу. ; 1029 x uv. ; 64 x иу. 
18 Ялах 19. — x uv 20. 9 zz wv. 


28. 


31. 


34. 


37. 


40. 


V2 (e? — e) uc. 


2a x uc. 


144 — 27x id 
32 


11. 


15. 


17. 


T u.v. 


л UV, ` 


22. Ён (577 4577 -1) uaa. 23. c (17N17 - 55) 


25. 4V5 x u.a. 26. 4T u.a. 27. 48 т ua. 


29. (a) 16417 m ua. (b) 4417 m ua. 


SECAO 8.11 


4. (а) (1, — 53) (b) (-1.5307 ; 3,6955) 


(d) (0, -10) (e) (0, 10) (Р (1,0) 


Respostas dos exercícios 


u.a. 24. 53,226 u.a. 


615 


28. 35 (2847 - 346) ua. 


7. (a) r=+2 (b) r cos 0 = 4 (c) rsen 0-2 
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3m 


(d) 0-77 *kn,keZ (e) r= 2 cos Ө (f) r = 6 sen 8 
8. (а) 2+yY-x=0  (5id«y-2y-0 (0) x+y=1 (4) х2 +y? =a? 
33. V2 (e? — 1) uc. 34. 8 uc. 35. 2a x u.c. 


36. E (9 + 12)? — | uc. 37. 5 (eT — 1) uc. 38. 80 u.c. 


л x 
4 40 6 d 2 2 
39. 12 | ===> 40. 18 | 9 30 + 38 do 
o cos 20 0 á ZH 
к T 
8 4 2 2 4 ав 
41. вз | 16 sen^ 40 + cos“ 40 40 42. 12 | === 
0 o Меп 20 
| л 
Ñ 2 
43.2 | 413 — 12 со89 d Ө "PEE N5 — 4sen Ө do 
0 73 1 
A 
j 2 
| as. 2 | N13 + 12cos0 d O в. 4 |? N5 + 4sen Ө 49 
š 2” 
47. 9 ua. 48. a ua. 49, 27 ua. 50. 16 ua. 
97 
51. 29: u.a. 52. 11 x u.a. 53. 24 T u.a. 54. 24 x u.a. 
| | a? (n — 2) 
55. 24 7 uaa. 56. 24 z u.a. 57. 2 58. Атпа. 
37 то | 3 43 
59. (32 — 4 m) u.a. 60. 2592 u.a. 61. k Ros Jaa 


62. (100 arc cos 3/5 — 48) u.a. 63. (a) B — Ea u.a. (b) w 


Respostas dos exercícios 617 


SEÇÃO 8.16 


Observação. Nos exercícios que envolvem o centro de massa, é dada a sua posição sobre um 
eixo coordenado cuja origem coincide com a extremidade esquerda da barra. 


1. 444 kg ; 7.62 cm 2. 54К8:2,125 т 3. 10 кв; 3,75 т 
4 Sa ры 6. (а) L8kg-m” (b) 7,2 kg: n? 
р-а 12:33:22: i dc QUE е 
7. 49,07 кв: 4 т 8. (а) 443,73 kg - m? (b) 1228,8 kg - m? 


9. Рага barra do ех. 1: (a) 12672 kg -cm? (b) 29952 kg. cm? (c) 5328 kg - cm? 


Para barra do ex. 3: (a) 20,83 kg - m? (b) 145,83 kg: m? (с) 20,83 kg - m? 


10. In 5 um. : го - 22 11. 12 u.m.i. 12. (e — 1) uum. ; 2 u.c. 
13. (e 2) u.m.i. 14. 2,5 kg/m 15. (a) 187,5 1 (b) 100 J 

16. 216 J 17. 4083,33 J 18. 18757 19. 63549,36 J 

20. (а) 44131,5 n]. (b) 44131,57] 21. 340106667] 22. 746901,12 J 

23. 117684 М 24. 14710,5 N 25. 167372,8 и. força 26. 2 х 10* N 


27. 588420 N 28. 7322560 N 29. 2615200 N 30. 197447,6 N 


31. 12х10 N 32. 2194,28 N 33. 312 х 102 N 


